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1-Séries formelles :
1-1- Généralités :

Définition 1-1-1:
Soit A un anneau unitaire.
- Les suites d’éléments de A sont appelés les séries formelles a coefficients dans A.
- Sif= (a)key = (A0,a1,az,....... ) € AN est une série formelle a coefficients dans A
alors :
x les éléments ay (tels que k € N) sont appelés les coefficients de f.
x Pour tout entier naturel k, ax est appelé le coefficient de f de degré k.
x ap est appelé aussi le coefficient consatant de f.
x Si A = R on dit aussi que f est a coefficients réels.
x Si A = C on dit aussi que f est a coefficients cmplexs.
- Dans I'ensemble A" des séries formelles a coefficients dans A on définit les deux
lois de composition internes suivantes :
V= (ak)key € AY et Vg =0Okey €AY :

f +0 = (ak+bk)k€N

k
fgz(Ck)kEN tq:VkeN:ck=Zaibk_i: Zaibj .
i=0 i+j=k

Théoreme 1-1-2:
(AN, +, ) est un anneau unitaire dont I'unité est (Sok)ke y = (1,0,0,..... ).

Démonstration :

x Puisque (A, +) est un groupe abélien alors (AY,+) est un groupe abélien.

* Soient f = (ak) ke, 9 = (ke € h = (Ck)ke y des séries formelles a coefficients
dans A.
Posons : fg = (Uk)ke s 9N = (Vi)ke s (FIN = (di) ey €t T(gh) = (Sk)ke -
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vkeN:di= ) uibj = Z(Z apbq>c,- Z(Z apchj>

i+j=K i+j=k \_p-+q=i i+j=k \_p-+q=i
p+a-+j=k p+r=k g+j=r p+r=k g+j=r p+r=k
= Ok.

Par suite on a : (fg)h = f(gh).
Donc la multiplication dans AN est associative.
* Soient f = (ak) ke, 9 = (Dk)key €t h = (Ck)ke  des séries formelles a coefficients

dans A.
Posons : f-(g+h) = (dker, 9 = (U ke fh = (Vi)ke
(g + h) of = (5k)k€N’ gf = (rk)kEN et th= (Sk)kEN'
k k k

k
eVk e N : dk = Zai(bk_i + Ck_i) = Z(aibk_i + aick_i) = Zaibk_i + Zaick_i = Uk + Vk.
4 4 0 =
Par suite on a : f (g+h)="1g +fh
ek e N: &= Z(b. +Ci)aki = Z(b aii + Cidki) = Zb ki +Zc ki = fk + Sk.

Par suite on a : (g +h)f =gf + hf.
Donc la multiplication est distributive par rapport a I'addition dans AN,
* Soit f = (ak) e y une série formelle a coefficients dans A.

Posons : f - (5ka)k€N = (uk)kEN et (50,k)keN o f = (Vk)kEN'

eVk e N : ug = Zai5o,kfi = akdop = akl = ax. Alors : f - (bok)ken = f
i=0
k
eVk e N:vy = Z5o,iak_i = dppak = lax = ax. Alors : (bok)ke N f=f.
i=0
Donc (Sox) ke i €St 'élément neutre de AN pour la multiplication.

Ce qui montre que (AY,+,+) est un anneau unitaire dont I'unité est
(ok)ken = (1,0,0,..... ).

Théoreme 1-1-3:
L’application ¢ de A vers AN définie par: ¢ : A — AN
a— @) = (adok)key = (&,0,0,..... )
est un homomorphisme d’anneaux unitaire injectif.
Par conséquent :
*x Va € A : on confond ¢(a) = (adok)key = (@,0,0,..... ) avec a.

* On confond ¢(A) avec A et par suite A sera un sous anneau unitaire de AY.

Démonstration :
*Va,b e A: (p(a+b) ((a+b)60k)k€N (a50k+b60k)k€N (a50k)keN+(b50k)k€N

= ¢(@) + ¢(b).
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* Va,b € A : posons p(a)p(b) = (Uk)ke -

k k
vk e N :ux = ) (ad0i)(bdoxi) = Y _(ab)(S0id0k-1).
i=0 i=0
-Sik=0:

0
Uk = Up = Z(ab)(5o,i5o,k_i) = (ab)(80,0000) = (ab)(1 -1) = (ab)1 = (ab)dox-
i=0
-Sik+0:
Uk = (ab)(Go,080k) = (ab)(1 -0) = (ab)0 = (ab)dox.
Par suite on a : p(ab) = ¢(a)p(b).
* @(1) = (160k) ke = (Bok)ke n-
* Donc ¢ est un homomorphisme d’anneaux unitaire.
*x Va e kerg : ¢p(a) = (adok) ke y €St nul.
Alors : [Vk e N : adoxk =0] > a=al =adok =0
Par suite kerp = {0}.
Ce qui montre que ¢ est un homomorphisme d’anneaux unitaire injectif.
Par conséquent :
* Va € A :on confond ¢(a) = (adox)key = (@,0,0,..... ) avec a.

* On confond ¢(A) avec A et par suite A sera un sous anneau unitaire de AY.

Notation 1-1-4 :
Soit A un anneau unitaire.
On note par X la série formelle a coefficients dans A définie par :

= (S1x)key = (0,1,0,0,........ ).

Propriétés et régles de calcul 1-1-5:
Soit A un anneau unitaire.
1) AN est nul si seulement si A est nul. C’est a dire : AN = {0} < A = {0}.
2) AN est abélien si seulement si A est abélien.
3) Si A est non nul alors X + 0. C'estadire : A # {0} = X e (AY)".
4)V f= (@key € AV et Vg = (b)yey € AV :si: fg = (Ck)key alors:
Co = aobo
C1 = aobi + aobs
Co = aohy + a1by +azbg

af = (aak)kEN

S)aecA et V= (aey : fa = (a)
=kl )ke N

bo =0
6)Vf=(a e AV Xf=fX=(b tq :
) (k)kEN (k)kEN d { bkzak_l Yk € N*

Cestadire: Xf=fX=(0,a0,a1,az,....... ) .
7) Si A est non nul alors X n’est pas inversible dans AN,
Cestadire: A+ {0} = X ¢ UAY).
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8) AN n’est pas un corps.
9)Vf=(ak)k€N€AN et Vhne N X"f=fX"=(b)key 19:

by =0 sik<n
vk e N : _
by = ak-n sik>n

10) Vvh e N : X" = (5nvk)k€N'

11) Si B est un sous-anneau unitaire de A alors BY est un sous-anneau unitaire de A",
En particulier ZN est un sous-anneau unitaire de QN, QN est un sous-anneau
unitaire de RN et RN est un sous-anneau unitaire de C.

12) Soient B un anneau unitaire, u un homomorphisme d’anneaux A vers B.
et U I'application AN vers BY définie par :

U: AV — BN
f= (ak)keN — U (f) = (u(ak))kEN
a) U est un homomorphisme d’anneaux de AN vers BY qui est unitaire si u.est
un homomorphisme d’anneaux unitaire.
b) T est un prolongement de u a AN,
c) Si u est un homomorphisme d’anneaux unitaire alors TU(X) = X.
d) ker(W) = {f = (@)key € A¥ tq: Vke N:ax e ker(u) p = ker(u)".
e) U est injectif si seulement si u est injectif.
f) U est surjectif si seulement si u est surjectif.
g) U est un isomorphisme de A" vers BY si seulement si u est un isomorphisme
de A vers B.
En particulier :
Si A = B = C et si u est 'automorphisme de C définipar: Vvae C :u(a) =a
alors :
)VfeCY:u(f)estnoté: f
iyvfgeCh:[frg-f+g et fg-fg]
i) vfeCV:feRY o f =f
iv) U est un automorphisme de C".

Démonstration :
1) =) Si A est nul :
Alors A est nul (car A est un sous anneau de AN = {0}).
< )SiAestnul:
Soit f une série formelle quelconque a coefficients dans A.
Puisque A est nul alors les coefficients de f sont tous nuls, par suite
f est nul.
Donc AN est nul.
2) =) Si AY est abélien :
Alors A est est abélien (car A est un sous anneau de AY).
<) Si A est abélien :
Soient f= (ak)keny ©t 9= (bk)key deux séries formelles a coefficients

dans A.
Posons : fg = (dk)key €t 9f = (k) ke n-
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k k k
Vk e N:d¢ = Zaibk_i = Zbk_iai = ijak_j = Ok.
i-0 i—0 i—0

Alors fg = gf.
Donc AN est abélien.
3) Supposons que A est non nul.
0110 =1+ 0(carAestnonnul) = X = (01k)key # 0
4) Soient f = (ak)ey €t 9 = (bk)ke deux séries formelles a coefficients dans A.
Posons fg = (Ck) ke n-
(" 0
Co = Zaibk—i = aobo
i=0

1
Ci1 = Zaibk_i = aob1 + aob1
< i—0

2
Cr = Zaibk_i = aob2 + albl + azbo
i=0

5) Soient a un élément de K et f = (ax)kcy Une série formelle a coefficients dans A.

Posons af = (Ck)key €t fa = (dk)ken- ONaa = (adox)ke n

/
k

Cr = Z(aéo,i)ak,i = (adop)ak = (al)ax = aax

vkeN: < ':0

d¢ = Zai(a50,k—i) = ak(a50’0) = ak(a]_) = aka
i=0

N~

af = (Olak)kEN

fa= (aka)kEN

Donc :

6) Soit f = (ak)ke Une série formelle a coefficients dans A.
Posons Xf = (bk)key €t X = (Ck)ken-

é k
bk = Z(5l,i )ak-i
i=0

Vke N: < ) :
Ck = Zai(5l,k—i)
L i=0
-Pourk=0:
4 0
bo = Z(5l,i)ak—i = 01080 = 0ap =0
< I:O = bo=co=0.
Co = Zai(él,k—i) = ap010 = a0 =0
i=0

~
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-Pourk =0:

by = d0118k1 = lak1 = a1
Ck = ak-1011 = ak11 = ak1

= bk = Ck = Ak-1-

bo=0
Donc Xf=fX=(b tq :
(k)kEN a { b, = a1 Vk € N*

Cestadire: Xf=fX = (0,a0,a1,az,....... ).
7) Supposons que A est non nul et que X est inversible dans AN.
Posons X! = (Uk) ke
Puisque XX =1 = (ok)ke alors : 1 = 800 = 0 (d'aprés 6)). Ce qui est absurde.
Donc X n’est pas inversible dans AN.
Cestadire: A+ {0 = X ¢ UAN).
8)-Si Aestnul:
Alors AN n’est pas nul. Donc AN n’est pas un corps.
- Si An’est pas nul :
Puisque (d’aprés 3)) X n’est pas nul et puisque (d’aprés 7)) X n’est pas inversible
dans AN alors AN n’est pas un corps.
9) Soit f = (ak) ke y Une série formelle a coefficients dans A.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturle n, X" f = f X" = (bx) ke &

tel que :
VkeN:{ka S|k<n.

by = ak-n sik>n
-Pourn=0:
Xnf=X0f=1f =l = X0 =fX".
Posons X" f =f X" = (bx) e n- Alors @ (bi)gey = X" F=X0f=1f=F= (a)key-

bk =0 sik<0=n
Onadonc:Vke N:by=axk= “ .| B :
by = ax0 = akn sik>0=n
-Pourn-1:
Supposons que X" f = f X" et que si X" f = f X" = (by) e alors :
vkeN - by =0 s.ik<n—1.
bk = akn sik>n-1
-Pourn:
Montrons qu’alors X" f = f X" et que si X" f =f X" = (bx) ey alors :
vkeN - bk =0 S|k<n.
bk = akn sik>n

Posons : X" f = (bk)yey €t X" f = (di)ke -
D’aprés I'hypothése de récurrence X" f =f X! et ona:
vkeN - de =0 sik<n—1.
dk = @k-n sik>n-1

* XM F=F XD = (XXM1) f = X(X™U) = X(FX™ L) = (XF)X™L
= (FOX™L = f(XX™1) = f X"
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* Puisque X" f = (di) ey €t puisque X(X"1f) = X" f = (by) e alors,
bo=0

by =d1 Vk e N*
Soit k un entier naturel quelconque.

d’aprés 6) on a : {

eSik=0:

Alors :k=0<n etby =by =0.
eSil<k<n:

Alors:0<k-1<n-1 etby=dx; =0.
eSik>n:

Alors :k—1>n-1 etby = die1 = Ake1-(n-1) = Ak-1-n+1 = k-n.
Ce qui montre que :
vkeN - bk =0 sik<n
bk = akn sik>n
10) Soit n un entier naturel quelconque.
Posons X" = (bk)ke y, alors @ (bk)gey = X" = X"1 = X"+ (Gok) ke -
Soit k un entier naturel quelconque.

-Sik<n:

Alors (d’aprés 9)), by = 0 = dnx (car k = n).
-Sik>n:

Alors (d’aprés 9)), bx = dokn = 0 = Onk.
-Sik=n:

Alors (d’aprés 9)), bx = dokn = don-n = 000 = 1 = Onn = Onk.
Donc : X" = (6nk)ke -

11) BY est un sous-anneau unitaire de A" (car BY < AN).
En particulier ZN est un sous-anneau unitaire de QN, QN est un sous-anneau

unitaire de RN et RN est un sous-anneau unitaire de CN.
12) a) x Soient f = (ak) ey €t 9 = (bk) ke y deux séries formelles a coefficients dans A.
e U(f+9) = (U(ak + bk))ke ny = (U@K) +UbK)) ke vy = (U(AK) ) ke n + (U(DK) ) ke
= 1(f) + T(g).
e Posons : fg = (Ck)key €t TMT(Q) = (dk)ke -
fg = (Ckeny = T(Q) = (U(Ck))ke n-

k k
Vk € N : u(ck) = U(Z aibki> = Zu(ai)u(bk_i) = k.
i=0 i=0
On a alors : T(fg) = U(fH)u(g).
Donc T est un homomorphisme d’anneaux de AN vers BY.
* Supposons que u est un homomorphisme d’anneaux unitaire.

U(1a) = T(Godken) = (UGoken) = Goidken = Le.
Ce qui montre que T est un homomorphisme d’anneaux unitaire de A"
vers BY.

u(adox) = u(ada) = u(0a) = 0g = u(a)Og = u(@)dox Vk € N*

b) Va e K : :

{ U(adoo) = u(ala) = (@) = u(@)ls = u(@)doo
Parsuteona: Vk € N : u(adox) = u(a)dok.
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Alors : U(a) = T((@dok)ke ) = (U@S0K))ken = U@)F0k)key = U(R).
Donc T est un prolongement de u a AV,
c) Supposons que u est un homomorphisme d’anneaux unitaire.
U(X) = T(P10)ken) = UL key = G1i)ken = X-
d) Soit f = (ak) ke y Une série formelle a coefficients dans A.
f= (a)e y € Ker(@) < U(f) = 0p & (U(ak))ke n = Os
< Vk € N : u(ak) = 0g
< Vk € N : ax € ker(u).
Donc ker(0) = {f = (a)key € AY tq: vk e N : ac e ker(u) » = ker(u)",
e) = ) Si U est injectif :
Va € ker(u) : T(a) =u(@a) =0 = a € ker(l) = {0} = a=0.
Alors : ker(u) = {0}. Donc u est injectif.
<) Si u est injectif :
Alors : ker(@) = {f = (a)ey € A¥ tq: Vk e N : ax € ker(u) = {0} }
= {f = (@)keny €AY tg:VkeN:@ax=0}
= {0}.
Donc T est injectif.
f) = ) Si U est surjectif :
Vb eB:3f = (akey € AV tg:b=10(f).
Alors : (bdok)ke y = (U(ak))keny = b = bl = bdoo = u(ao).
Ce qui montre que u est surjectif.
<) Si u est surjectif :
Soitg = (bk)ke y Une série formelle a coefficients dans A.
Vk e N:3Jaxk € A tq: b = u(ax) (car u est surjectif).
Posons f = (ak)key € AY.
Onaalors:g = (bk)key = (UaK))ke vy = TUM).
Ce qui montre que T est surjectif.
g) [ U est un isomorphisme de AN vers BY ]
< [ U est injectif et surjectif |
< [u est injectif et surjectif | (d'aprés e) et f))
< [u est un isomorphisme de A vers B |.
En particulier :
Si A = B = C et si u est 'automorphisme de C défini par: Vvae C :u(a) =a
alors :
)V fe CN: U (f) estnoté f

i)vf.gecCh: { fro-Td+g9-uM+T© -F+g
fg=u(fg) = U(9) =fg
iii) Soit f = (ax) ke y Une série formelle a coefficients complexe.
feRV <= [VkeN:axeR] < [Vke N: ax = ax] & [Vk e N : u(ax) = ax]
<= uf) =f
o f=f
iv) Puisque u est un automorphisme de C alors U est un automorphisme de C".
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1-2- Valuation d’'une série formelle :

Définition 1-2-1 :
Soit A un anneau unitaire et f = (ax)yec y € A" une série formelle a coefficients dans A .
-Sif+0:
Le plus petit entier naturel k tel que ax + 0 est appelé la valuation de f et noté v(f).
C'estadire : v(f) = min({k e N tg:ac+0}).
-Sif=0:
On pose v(0) = +o0 appelé la valuation de 0.

Propriétés 1-2-2 :

Soient A un anneau unitaire et f = (ax) e  une série formelle a coefficients dans A.
Nv(f) e N f+0.

2)v(f) = +0 = f=0.

3) v(f) € NU {+o0}.

4)v(f) =0 < ap # 0.

an+ 0

Vke N:k<n=a=0

6)Vhe N:v(f)>n< [Vke N:k=<n= ax=0].

5)VneN:v(f)n<:>{

En effet :
1)=)Siv(f) e N:
Supposons que f = 0.
D’apres la définition 1-2-1, v(f) = +o ¢ N. Ce qui est absurde. Donc f # 0.
<)Sif+0:
Soit n le plus petit entier naturel k tel que ax # 0.
D’aprés la définition 1-2-1 : v(f) = n € N.
2)=)Siv(f) =+
v(f) =+0 ¢ N = f =0 (d'apres 1)).
<)Sif=0:
D’aprés la définition 1-2-1 : v(f) = +oo.
3)-Sif£0: v(f) e Nc NU {+w0}.
-Sif=0: v(f) = +o € NU {+o0}.
Donc : v(f) € N U {+o0}.
4)=)Siv(f) =0:
Alors 0 est le plus petit entier naturel k tel que ax + 0. Donc ap # 0.
P ) Si ag=0:
a+0=>Ff+0=v(f) e N= y(f) >0.
ao =0 = v(f) <O0.

Donc : v(f) = 0.
5) Soient n un entier naturel et | = {k eN tg:ak=+ O}
= )Siv(f) =n:

Puisque v(f) = n € N alors f est non nulle et n = v(f) est le petit élément de I.
nel an+0

Donc : = :
Vke N:k<n=k ¢l Vke N:k<n=a=0
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< )Sian # 0 etsionapourtout entier naturel k < n,ax =0:
Posons v(f) = m.
Puisque a, + 0 alors f est non nulle, m = v(f) € N, m est le plus petit élément
del,etnel.
nel=m<n.
Supposonsque m < n. Alors : an = 0 = v(f) = m ¢ |. Ce qui estabsurde.
Donc v(f) = m =n.
6) Soient n un entier naturel et posons v(f) = m.
= )Siv(f) >n:
-Siv(f) = 40 :
Alors festnulle. Ondonc:Vke N: k<n= ax=0.
-Siv(f) # +o0:
Alors festnon nulle. vk e N tgq: k< n.
k<n=k<m=ax=0.
<) Si on apour tout entier naturel Kk < n,ax =0:
Posons v(f) = m et supposons m < n.
Alors m € N etay = 0. Donc m # v(f). Ce qui est absurde.
Ce qui montreque v(f) = m > n..

Exemple 1-2-3:

Soit A un anneau unitare non nul.
1) Vva e A* : v(a) = 0.

2) v(X) = 1.

3)Vne N : y(X") =n.

En effet :

1) Soit a un élément non nul de K.
Puisque a = (adok) ke vy €t puisque adoo = al = a # 0 alors (d’aprés la propriétés
1-2-2 4)) v(a) = 0.

2) Puisque X = (81x)ke > 011 = 1 # 0 et 600 = 0 alors (d'aprés la propriétés 1-2-2 5))
v(X) = L.

3) Soit n un entier naturel.

X" = (Onk)ke N

Puisqu’on a: San=1%0 alors v(X") = n.
Vke N:k<n=6,=0

Propriétés 1-2-4 :
Soient A un anneau unitaire.
1)V f,g e AN :
a) v(f+g) > min(v(f),v(g)).
b) v(f) # v(g) = v(f+g) = min(v(f),v(g)).
2)vie AN et VneN:v(f)=n< 3f e AN tq: { f=X" :
V(fo) =0

) Vfe AN et VneN:v(f)>ne Ifp e AV tq: f= X"
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4) vV f,g € AN 1 v(fg) > v(f) + v(9).

5) Si A est integre et si f,g sont des séries formelles a coefficients dans A alors :
a)v(f) =v(@) =0 = v(fg) = 0.
b) v(fg) = v(f) + v(9).

Démonstration :
1) Soient f = (ak) ke y €19 = (bk) ke y deux séries formelles a coefficients dans A.
a) Posons min(v(f),v(g)) = n.
-Sif=0:
Alors : v(f+g) = v(0+g) = v(g) = min(+oo,v(g)) = min(v(0),v(g))
= min(v(f),v(9)) = min(v(f), v(9)).
-Sig=0:
Alors : v(f+g) = v(f+0) = v(f) = min(v(f),+00) = min(v(0),v(g))
= min(v(f),v(g)) = min(v(f), v(9)).
-Sif0etg=+0:
Vke Ntg:k<nona:

{ K<n=min0My@) svh =a=0 _ o
k <n=min(v(f),v(g)) <v(@) = bk=0

Donc : v(f+g) > n = min(v(f),v(g)).
b) Supposons que v(f) # v(g) et posons min(v(f),v(g)) = n.

v(f) £ v(g) = n = min(v(f),v(g)) # +o = n € N.

v(f) # v(Q) = [v(f) <v(g) ouv(g) < v(f)].

D’aprés a)ona: v(f+g) > n = min(v(f),v(g)).

-Siv(f) <v(9):

Alors : v =n - a # 0 = an+by=a, 0
n<v(Q) b, =0

= v(f+9) < n=min(v(f),v(Q)).
-Siv(g) < v(f):
Alors : n=<v( S{ano = an+by=b, %0
v(g) =n b, =0
= v(f+9) < n=min(v(f),v(Q)).
Puisque v(f+g) > n = min(v(f),v(g)) et v(f+ g) < n = min(v(f),v(g)) alors :
v(f+9) = n = min(v(f),v(g)).
2) Soient f = (ax) e y Une série formelle a coefficients dans A et n un entier naturel.
= )Siv(f) =n:
Alors: a, # 0 et Vk<n:ax=0.
Pour tout entier naturel k, posons dx = an: et posons fo = (d) e -
do =amo=an+ 0= V(fo) = 0.
Posons X"fo = (bk) ke -
Pour tout entier naturel k on a :
-Sik<n:bk=0=ak.
-Sik > n:bx = dien = Ansken = ax.
f = X"

Par suite on a: .
{ v(fo) =0
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< ) Supposons qu’il existe une série formelle f, a coefficients dans A telle
que f = X"f, et v(f,) = 0.
Posons fo = (dk)ke - V(fo) = 0 = do # 0.

an:dn_n:doio

Par suite on a: )
Vke N:k<n=ar=0

Donc v(f) = n.
3) Soient f une série formelle a coefficients dans A et n un entier naturel.
Supposons que v(f) > n.
Posons v(f) = m.
-Sim = 4w :
Alors v(f) =m = +0o = f = 0.
Il suffit de prendre fo = 0etona: f=0=X"0 = X"f,.
-Sim # +oo:
Alors v(f) = m € N.
D’aprés 2) il existe une série formelle fy a coefficients dans A telle que
f=X"getv(g) =0.
m=v({f)>n=m-neN.
f = Xmg — Xn+m—ng — (anm—n)g — Xn(xm—ng)_

. fo (= AN
Il suffit de prendre fo = X™"getona: :
(B
4) Soient f et g deux séries formelles a coefficients dans A.
-Sifg=0:
Alors : v(fg) = v(0) = +oo > v(f) + v(Q).
-Sifg+0:

Posons : v(f) = n et v(g) = m.
fg0=[f+0 etg+0] =nmeN.
Il existe alors deux séries formelles fy et go a coefficients dans A teles que :
f = X"fp et g = XMQo.
Alors : fg = (X"fo)(X™go) = (X"X™)(fogo) = X" ™(fogo).
Ce qui montre que : v(fg) > n+m = v(f) + v(Q).
5) Supposons que A est integre et que f,g sont des séries formelles a coefficients
dans A.
a) Supposons que v(f) = v(g) = 0.
Posons : f= (ak)ke s 9= 0kkens 9= (Ck)ke n-
V(f) = v(g) =0= [ao +0 et by # 0:|
Puisque A est intégre alors : ¢co = apgho + 0 = v(fg) = 0.
b)-Sifg=0:
Alors : v(fg) = v(0) = +o = v(f) + v(Q).
-Sifg+0:
Posons : v(f) = n et v(g) = m.
fg+0=[f+0 etg+0] =>nmeN.
Il existe alors deux séries formelles fy et go a coefficients dans A telles que :
f = X"fo, g = X™go et v(fo) = v(go) = 0.
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V(fogo) =0
Donc : v(fg) = n+m = v(f) + v(g).

Alor - { fg = (X"fo)(X"ge) = (X"X™)(fodo) = X" (foGo)

Théoréme 1-2-4 :
Si A est un anneau unitaire alors AN est intégre si seulement si A est intégre.

Démonstration :
Soit A un anneau unitaire.
— ) Si AN est intégre :
A est intégre (car A est un sous-anneau de AY).
<) Si Aestintégre:
Soient f et g deux séries formelles a coefficients dans A telles que fg = 0.
fg =0 = v(fg) = +0o = v(f) + v(g) = +0 = [v(f) = +oo ouv(g) = +oo:|
= [f=00u g=0].
Donc AN est intégre.

1-3- Dérivée d’'une série formelle :

Définition 1-3-1:
Soit A un anneau unitaire et f = (ax) ke y € A" une série formelle a coefficients dans A .

On appelle dédivée de f la série formelle a coefficients dans A notée f 'définie par :
f'=((k+1)aw)key = (a1,2a2,3a3,....... ).

Exemple 1-3-2 :

Soit A un anneau unitaire.
1)VaeA:a =0.

2) X' =1.

3) vn e N* : (X")' = nX™1,

En effet :
1)VaeA:a = (a5o,k)i<EN = ((k+ 1)a501k+1)i(€N = 0.

Carona:Vke N: (k+1)adoui = (k+1)a0 = 0.

2) X' = G1)key = (K+ 1)1k ) ke -
_ { pourk = 0ona: (k+1)d1k = (k+1)0 = 0 = Sox
vk e N : .
pourk=0o0na: (k+1)01k1 =011 =1 =000 = Sok

Donc : X' = ((K+ 1)d1k1)key = (Bok)ke y = 1.
3) Vn e N* : (X”)' = ((Sn,k)i(EN = ((k+ 1)5n,k+1)i(EN.

Vk e N :

-Pourk=n-1:
(K+1)0nkst = Nénp = N1 = NOn_1n-1 = NOn-1k-
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-Pourk+n-1:
(k+21)onki1 = (k+21)0 =0 =n0 = nép_1x.
Donc : (X”)’ = ((k+ 1)5”vk+1)i(€N = (n(Sn,l,k)’kEN = n(6n,1,k)i(EN = nxX™1,

Proprités 1-3-3:

Soit A un anneau unitaire .
WVfi,geAY: (f+g) =f'+4¢.
2)vf,geAN: (fg) =f'g+fg.

@@ =af’

(fa)' = f'a

4)VFe AV ff =f'f=vneN: (f") =nfrif’

5) SiAestabélienalors: vV fe AV et vneN:(f") =nfrif’

) vie AN et VaeA:

Démonstration :
1) Soient f = (ak)ke vy €19 = (bk) ke y deux séries formelles a coefficients dans A.
(f+9) = [@kex + Bken ] = @+ bkey = ((k+ 1)@+ bi)ery
= ((k + 1)ak + (k + 1)bk)k€N = ((k + 1)ak)k€N + ((k + l)bk)ke N
- (ak)i(eN + (bk)i(eN
=f'+qg'.
2) Soient f = (ax) ke y €t 9 = (bx)Ke y deux séries formelles a coefficients dans A.
Posons fg = (Ck) e -

vk e N :
k+1 k+1 k+1
(k+D)ceg = k+1) D ajbygj = D (k+Dajbyygj = D (+k+1-jajbyq|
=0 j=0 j=0
k+1
= D [iaibyya—j + (k+1-]ajbyqj |
j=0
k+1 k+1
= D jabea—j+ D (k+1-Dajbyy
j=0 j=0
k+1 k
= D jabyagj + DK+ 1-ajbyyq_j
=1 j=0
k k
= > (i+Dajyaby+ D aik =i+ Dby jpa.
i=0 j=0
Posons : f'g = (Ukeny €t 9" = (Vidken-
k k
vkeN:uc= ) (i+Dajgbyi et v ajk—j+1byjq
i=0 j=0

Par suite on a: (k+ 1)ck = Uk + Vk.
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Ce qui montre que :
(fg)’ = ((k + l)Ck)kEN = (Uk + Vk)kEN = (uk)kEN + (Vk)kEN =f ’g + fg’.
) vie AY et VaeA:
x (af) =a'f+ af'=0f+ af ' =0+ af ' =af’
x(fa) =f'a+fa' =f'a+f0=f'a+0="f"'a.
4) Soit f une série formelle a coefficients dans A telle que ff' = 'f.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, (f ”>/ =nf ",

-Pourn=1:

(™)'= (1) = =1f0f = 103 =t
-Pourn-1:

Supposons que (f 'H)/ = (n—1)f 2"

- Pourn:

Montrons qu'alors : (f n)’ =nfrif’,
M) = (7)) = (£ et = [0 Df e Ji frag
= (n-DFm2(f'f) + 02 = (n— DFn2 (") + frif!
= (n-D)(Fr2)f 402 = (n- 1 (Fr)f + frif!
=nf™if’
5) Supposons que A est abélien.
Alors AN est abélien et par suite pour toute série formelle a coefficients dans A
ona:ff’' =f'f.
Ce quimontre que : Vfe AY et VneN*: (f n)’ =nfrif’,

1-4- Dérivées succissives d’'une série formelle :

Définition 1-4-1 :
Soit A un anneau unitaire et f € AN une série formelle a coefficients dans A.
On définit par récurrence sur k € N la dédivée k*™® de f noté f © par :

£O -t
FO0 _ [f (H)}’

-Sik=2, f @ est appelée la dérivée seconde de f et noté aussi : f .
-Sik=3, ¥ est appelée la dérivée tiérce de f et noté aussi : f .

Vk e N :

Exemple 1-4-2 :
Soit A un anneau unitaire .
*xVaeA et VkeN*:ak =0,

X =1
* .
Vk>=1:X®K =0
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( (xz)/::zx

«< (x*) =2
Vk>2-(x3“°=o
> :
(x3)'::3x2
(x*)" =6x
* < 3 1
(x°) =¢
(k)
vk>=3:(x*)" =0
\ (x°)
Proprités 1-4-3 :
Soit A un anneau unitaire .
XN k) _ n! n—k si‘k<n
1)vnk e N : oD (n—k)! .
(xm® =0 si:k>n

2)Vfi,geAY et vkeN:(f+g)® =f® 1gb,
3)VacA et Vf e AV: @)® =af®,
4)Vae A et Vi e AV: (fa)® =f ®a.

Démonstration :
1) Montrons par récurrence sur k € N que pour tout entier naturel n :
n—k

ny() _ n! .
(X") -k si:n>Kk |
xm® =0 si:n<k
-Pourk=0:
vne N: (X)® = (x)©@ = X" = 1x" = Dixn mQByXW0=(nTMIXWK
xm® = Nl y ™ gin>0=k
Par suite on a : o0 (n—kj! .
xm® =0 si:n<0=k
-Pourk-1:
- | n—k+1
(XM = b si:n>k-1
Supposons que : Vn € N : (n—k+1)! )
(xm&D — si:n<k-1
- Pour k :
(xm® - __nt__ ' K sitn>k
Montrons qu’alors : Vn € N : (n—kj! .
(Xxm® =0 si:n<k
eSin>k:
Alors n > k — 1. D’aprés I'’hypothése de récurrence on a:
_ I
(xn)(k 1 _ n' X Nkl
(n—k+1)!
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Par suite on a :

ny(k) _ k17 _ n! n—k+1 n—k+1
o = Lo ] _[(n—k+1ﬂx } (n—k+1y<x )
S | E— )

(n—k+1)!
_ n! n—k
~ (n=k)! X
eSin=k-1:
Alors n = k-1 > k- 1. D’aprés I'hypothéese de récurrence on a:
ny(k-1) _ n! kel _ (k-1)! ikt _ (K=Dg
(X% (n—k+1)!X (k—1—|<+1)!X or "
—1)!
_ K 11)' 1=(k-1)L
Par suite ona : (XM)® = [ (XM)® 1>] [(k—1)1 =
eSin<k-1:

D’aprés I'hypothése de récurrence on a : (X”)(k‘l) = 0.
Par suite ona: (XM)® = [ (XM)® 1)]
(XM =—”! X" sitk<n
Ce quimontre que : Vn,k € N : (n—kj! :
xXM® =0 si:k>n
2) Montrons par récurrence sur k € N que si f et g sont des séries formelles a
coefficients dans A alors : (f+g)® = f ® 4+ g®,

-Pourk =0:

Vi,geAY: f+9)® = (f+9) @ =f+g=1fO 1 g® =f® 4 gk,
-Pourk-1:

Supposons que : V f,g € AN : (f+g)* = f kD 4 gk,
- Pour k :

Montrons qu'alors : V f,g € AN : (f+g)® = f ® 4 g®,
vigeA : f+)® = [+ V]
= [f&D 4 g&D7" (d'aprés I'hypothése de récurrence)
= (f) + (")
= {0 4 g®,
3) Montrons par récurrence sur k € N que pour tout élément a de K et pour toute série
formelle f a coefficients dans Aon a : (af)® = af ®,

-Pourk=0:

vae K et vieAYV: (af)® = (@)@ = af = af® = af ®.
-Pourk-1:

Supposons que : Va € K et Vfe AN : (af)®?b = af &1,
- Pour k:

Montrons qu’alors : Va € K et Vfe AN : (af)® = af ©,
Vae K et vfeAN:

@h® = [(afH* 1>]
= [af®D]’ (d'aprés I'hypothése de récurrence)
a(f<k-1>)’
= af®.
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4) Montrons par récurrence sur k € N que pour tout élément a de K et pour toute série
formelle f & coefficients dans Aon a : (fa)® = f ®a.

-Pourk=0:

Vaec K et vie AV: (fa)® = (fa)® = fa = f@a = f ®a,
-Pourk-1:

Supposons que : Va € K et Vfe AN : (fa)&?P = f kg,
- Pour k :

Montrons qu’alors : Va € K et Vfe AN : (fa)® = f ®a,
vVae K et vieAN:
(fa)®@ = [(fa)® 7]’
= [f&«Da]’ (d'aprés 'hypothése de récurrence)
= (f&1)'a
_ fg.

2-Généralités sur les polynbmes :
2-1- Polynbmes et degré d’'un polynéme :

Définition 2-1-1 :

Soit A un anneau unitaire et f = (ax) ey € A" une série formelle a coefficients dans A.
On dit que f est un polynéme a coefficients dans A ou f est un polyndme s’il existe un
entier naturel ntelque: vk e N: k> n = ax = 0.

Définition 2-1- 2 :
Soit A un anneau unitaire et f = (ax) ey € AN un polynéme a coefficients dans A.
-Sif+0:
Le plus grand entier naturel k tel que ax # 0 est appelé le degré de f et noté d °(f).
Cestdire : d °(f) = max(<{k e N tg:ax+0}).
Dans ce cas si d °(f) = nalors :
* ap est appelé le coefficient du plus haut degré de f ou le coefficient dominant de f .
* Si ap = 1 on dit que le polynéme f unitaire.
-Sif=0:
On pose d °(0) = —o appelé le degré de 0.

Exemple 2-1-3 :
Soit A un anneau unitaire.
*Vae A*:
« a est un polyndéme a coefficients dans A etd °(a) = 0.
« a est le coefficient dominant de a.
« a est unitaire si seulement sia = 1.
x Va € A : a est un polyndme a coefficients dans A etd °(a) < 0.
* Les éléments de A sont tous des polyndmes a coefficients dans A.
x X est un polynéme unitaire a coefficients dans A de degé 1 (c’est a dire d °(X) = 1).
* Vn € N, X " est un polyndbme unitaire a coefficients dans A de degé n.
Cestadire:vneN:do(X™) =n.
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Propriétés 2-1-4 :

Soit A un anneau unitaire et f = (ax) ey € AN un polynéme a coefficients dans A.
1Nd%f) e N f=+0.

2)d %(f) = —0 <= f = 0.

3)d o(f) e NU {—o0}.

4)d%(f) =0 = fe A*.

5)d °(f) <0 < fe A.

an =0

VkeN:k>n=a=0

Dans ce cas a, est le coefficient dominant de f.
7)vne N:d°(f)<n< [Vke N:k>n= ax=0].

G)VneN:do(f)n@{

Démonstration :
1) =)Sid’f) e N:
Supposons que f = 0.
D’aprés la définition 2-1-2, d°(f) = +o ¢ N. Ce qui est absurde. Donc f « 0.
<)Sif+0:
Soit n le plus grand entier naturel k tel que ax + 0.
D’aprés la définition 2-1-2 : d°(f) = n € N.
2) =) Sid(f) = —0:
d°(f) = —0 ¢ N = f = 0 (d’aprés 1)).
<)Sif=0:
D’aprés la définition 2-1-2) : d°(f) = —o.
3)-Sif+0: d°(f) e Nc NU {-oo}.
-Sif=0: d°(f) = —0 € NU {~o0}.
Donc : d°(f) € N U {+oo}.
4)=)Sid°f)=0:
Alors 0 est le plus grand entier naturel k tel que ax # 0.

ao+ 0
On adonc: 07 Par conséquent on a:
akr=0 Vvk>0
vk e N - ak=0=a00=a050,k S.Ikio.
ax = ag = a9l = 8050,0 = ao5o,k sik=0

Ce qui montre que f = (aodok)key = @0 € A*.
< )Sife A*:

Alors il existe un eléement non nula € A* tel que f = a = (adok) ke -
adpp=a =0
adok =0 Vk>1
5)d °(f) <0 < [d°(f) =0 ou d°(f) < 0] < [d°(f) =0 ou d°(f) = - ]

<:>|:feA* ou f=0:| = fe A

Par suiteon a : — d° = 0.
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6) Soient n un entier naturel et | = {k eN tq:ak=+ O}
= )Sid°(f) =n:
Puisque d°(f) = n est un entier naturel alors f est non nulle et n = d°(f) est le
grand élément de I.

nel an=+0
On adonc: = )
VkeN:k>n=k ¢ | Vke N:k>n=a=0

< )Sian =0 etsionapourtout entier naturel k > n,ax =0:
Posons d°(f) = m.
Puisque a, # 0 alors f est non nulle alors m = d°(f) € N, m est le plus grand
élémentdeletn el
nel=m2>n.
Supposonsque m > n. Alors : an = 0 = d°(f) = m ¢ 1. Ce qui estabsurde.
Donc d°(f) = m = n.
Dans ce cas a, est le coefficient dominant de f..
7) Soient n un entier naturel et posons d°(f) = m.
=)Sid’(f) <n:
-Sido(f) = —o0:
Alors festnulle. Onadonc:vke N:k>n= ax=0.
-Sido(f) = —o0:
Alors festnon nulle. Yk e N tg : k > n.
k>n=k>d’(f) =m = ax =0.
<) Si on a pour tout entier naturel k > n,ax =0:
Posons d°(f) = m et supposons m > n.
Alors m € N et a,, = 0. Donc m = d°(f). Ce qui est absurde.
Ce qui montreque d°(f) = m < n.

Lemme 2-1-5:
Soient A un anneau unitaire, f = (ai),c y une série formelle a coefficients dans A et n un
entier naturel quelconque.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est un polyndme a coefficients dans A et d°(f) < n.
n

i)Vie N:aj= Zak&(,i.
k=0
Dans ce cas : d°(f) = n < a, # 0.

Démonstration :

i) = ii) Supposons que f est un polynéme a coefficients dans A et d°(f) < n:
Soit i un entier naturel quelconque.
-Sii<n:

VkO,l,....,n;{a"Skviakoo sik #i

akék,i = aiéi,i = ajl = a;j sik=1 .
n

Donc: aj = Z akok;-
k=0
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-Sii>n:
Alors : aj = 0 (car i > n > d°(f)).
Vk=0,1,.....n:k<n<i=k=i= aki = ak0 = 0.

n
Donc:aj =0 = ) adi,.
k=0

n
i) = i) Supposons que pour tout entier naturel on a: a; = Zak&(,i :
k=0

Soit i un entier naturel quelconque tel que i > n.

Vk=0,1,.....n:k<n<i=k=+i= axki = a0 =0.
n

Donc:ai =0 =) ad.
k=0

Ce qui montre que f est un polyndme a coefficients dans A et d°(f) < n.
Dans ce cas :

= )Sid°(f) =n:
Alors a, # 0 (car a, est le coefficient dominant de f).
< )Sian+0:
do(f) < do(f) <
O=n _ JaO=N_ 4o _p
an =0 n < do(f)

Théoreme 2-1-6 :
Soient A un anneau unitaire , f = (a;),c y une série formelle a coefficients dans A et n

un entier naturel quelconque.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) f est un polyndme a coefficients dans A et d°(f) < n.
n

i) =D aXk=ap+arX+aX?+........ +an X",
k=0
Dans ce cas : d°(f) = n < a, = 0.

Démonstration :
[f est un polyndme a coefficients dans A et d°(f) < n] (d’aprés le lemme 2-1-5)

n
= | VieN:a= Zak5k,i:|
k=0

| f= (Z ak5k,i> = |:f = Z(ak5k,i)iEN:|
| k=0 i€ N k=0

n
= f= Zakx k,
k=0

Dans ce cas : d°(f) = n < a, = 0 (d’aprés le lemme 2-1-5).
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Théoreme 2-1-7 :
Soit A un anneau unitaire , f = (ai),c y Une série formelle a coefficients dans A et

ao,a1,...... ,an des éléments quelconque de A.
n ..
. ai=a sii<n
f=> aXke VvieN: o N
k=0 ai=0 sil>n
Dans ce cas :

1) f est un polynéme a coefficients dans A et d°(f) < n.
2)df)=n=an+0 <= an 0.

Démonstration :

n
:)SiszakX":
k=0

n n n n
Alors : (@i)icy = F= D aX ¥ = D a@ui)icy = D (@dki)icy = (Z ak5k,i>
k=0 k=0 k=0 k=0

e

i€ N

n
ai:Zakék,i:ai sii<n
k=0

Parsuiteona:Vie N: <

n
ai=Zak5k,i=0 sii>n
L k=0
= ) Si pour tout entier naturel i < n, a; = a; et pour tout entieri > n, a; =0
Puisque f est un polynéme et puisque d°(f) < n (car a; = 0 pour tout entier i > n)
n n

alors (d’aprés le théoréme 2-1-6) : f= > ayX * = D" aX k.
k=0 k=0
Dans ce cas (d’aprés le lemme 2-1-5) :
1) f est un polynéme a coefficients dans A et d°(f) < n.
2)d°(f) =n << an 0 < a, = 0.

Corollaire 2-1-8 :

Soit A un anneau unitaire, f est un polynébme a coefficients dans A et n un entier
naturel quelconque.

Si d°(f) < n, il existe d’'une fagon unique aop,ay,...... ,an € Atels que:
n
f=>"aXk=ao+arX+aX?+....... +an X",
k=0

Démonstration :
Posons f = (ai)c y-
- Exisence:
Puisque f est un polynéme et puisque d°(f) < n alors (d’aprés le théoréme 2-1-6) :

n
f= Z aX k,
k=0

D’ou l'existence.
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- Unicité :
n
Soient ag,a1,...... ,an des éléments quelconque de A tels que f = Z axX k.
k=0
D’apres le théoreme 2-1-7ona: vk =0,1,..... N ok = ay.
D’ou l'unicité.

Corollaire 2-1-9 :
Soit A un anneau unitaire, f est un polynébme a coefficients dans A et n un entier
naturel quelconque.

Si d°(f) = n il existe d’'une fagon unique des éléments aop,ay,...... ,an € Atels que:
n
f = Zakxk =ag+arX+aX2+....... +apX" et a, 0.
k=0

a, est le coefficient dominant de f.

En effet :
Supposons que d°(f) = n.
Puisque d°(f) = n < n alors d’aprés le corollaire 2-1-8, il existe d’'une fagon unique

n
a0,a1,...... an € Atelsque: f =" aXk.
k=0
Comme on a d°(f) = n alors a, # 0. Donc a, est le coefficient dominant de f.

Corollaire 2-1-10:
Soit A un anneau unitaire .
Pour tout polynéme f a coefficients dans A il existent des éléments

n
ao,ay,...... an € Atelsque: f =Y aXk = ag+arX+aX?+........ +an X",
k=0

En effet :

Soit f = (aj),c y un polynébme a coefficients dans A.

Il existte un entier naturel ntelque : Vk e N : k > n = ax = 0.

D’aprés la propriété 2-1-4 7), d°(f) < n par suite il existe (d’apreés le corollaire 2-1-8)
n

a0,a1,...... an € Atelsque: f =" aXk.
k=0

Corollaire 2-1-11 :
Soit A un anneau unitaire .
Si f et g sont deux polynédmes a coefficients dans A alors il existe des éléments
ao,a1,...... ,an,bo,b1,...... by € Atels que :
n

n
f= Zakxk et g= Zbkxk.
k=0 k=0
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En effet :
Soient f = (ax),ec y €t 9 = (bx),c y deux polyndbmes a coefficients dans A.
K>n =0
Il existte deux entiers naturels ny et n; tels que : Vk € N : 7= ok .
k > N, = bk =0
Posons n = max(ni,n;), on a alors pour tout entier naturel k > n, ax = by = 0.
D’aprés la propriété 2-1-4 7), d°(f) < n. Par suite (d’aprés le théoréme 2-1-6) on a :
n n

f= Zakxk et g= Zbkxk.
k=0 k=0

Corollaire 2-1-12 :
Soient A un anneau unitaire et ap,as,...... ,an des éléments quelconque de A.

n
La série formelle f= Z axX ¥ a coefficients dans A est un polynéme et d°f < n.
k=0
Si de plus a, # 0, f est non nul de degré n et de coefficient dominant a,.

Démonstration :

n
Posons f= ) aX * = (@i)c -
k=0

n
D’aprés le théoréme 2-1-7, f = Zakx k est un polyndme et d°f < n.
k=0
Si de plus a, # 0 alors (d’apres le théoreme 2-1-7) f est non nul de degré n et de
coefficient dominant a.

Corollaire 2-1-13 :
Soient A un anneau unitaire et ag,as,...... ,an,bo,by,...... b, des éléments
quelconques de A.

n n

Si ) aXk = > biXk alors pour tout entier naturel k < n, ax = b.
k=0

k=0
n n
Cestadire: Y axXk=Y bX‘ = vk=01,.... N ag = by
k=0 k=0

En effet :

n n n
Posons f = ) aX* et supposons que f = D aXk = D biXk.

k=0 k=0 k=0

n
D’aprés le corollaire 2-1-12 f = Zakxk est un polyndéme et d°f < n.
k=0

n n
Puisque f est un polyndme, d°f < netf=">"axX* =" bX* alors, d’aprés le
k=0 k=0
corollaire 2-1-8, ax = by pour tout entier naturel k < n.
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Corollaire 2-1-14 :

Soient A anneau unitaire et ap,as,...... ,an des éléments quelconques de A.
n

Si Zakxk = 0 alors, pour tout entier naturel k < n, ax = 0.

k=0
n
Cestadire: Y aX=0=ao=a;=....=a, = 0.
k=0
En effet :
n
Supposons que »_ aX* = 0.
k=0

n n

Alors : Zakxk = Zoxk = vk=0,1,..... ,n : ax = 0 (d’aprés le corollaire 2-1-13).
k=0 k=0

Notation 2-1-15:

Soit A anneau unitaire.

*x L’ensemble des polynémes a coefficients dans A est noté A[X] .

* Pour tout entier naturel n on note par A,[X] 'ensemble :
AnX]={f e AX] tgq:d(f)<n}

Propriétés 2-1-16 :
Soit A un anneau unitaire.

1) Pour tout entier naturel n, A < A,[X] < A[X].

2) Si B est un sous-anneau unitaire de A alors :
a) B[X] < A[X].
b) Pour tout entier naturel n,B,[X] < An[X].
Z[X] < Q[X] < R[X] < C[X].

Pour tout entier naturel n, Z,[X] c Qn[X] c Ru[X] < Cu[X].
SiA=Calors:Vfe C[X]:fe RIX] = f =T

Pour tout entier naturel n, A,[X] est un sous-groupe de (AY,+).
A[X] est un sous-groupe de (AY,+) contenant A et X.
Soient f et g deux polynémes a coefficients dans A.
a) d°(f+g) < max(d°(f),d°(g)).
b) Si d°(f) # d°(g) alors : d°(f + g) = max(d°(f),d°(g)).
c) Soient n et m deux entiers naturels.

Sj { f € An[X],dont le coefficient de degré n est «

g € An[X],dont le coefficient de degré m est

3
4
5
6
7
8

N N N N’ N S

alors fg € An+m[X] dont le coefficient de degré n + m est af.

d)fge A[X] et d°(fg) < d°(f) +d°(g).

e) Si f et g sont non nuls de coefficient dominants réspectivement « et g et si aff est
non nul alors : d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient dominant af.

f) Si f et g sont non nuls de coefficient dominants réspectiement « et et si 'un des
éléments «a et B est inersible alors d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de
coefficient dominant a .
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g) Si f et g sont unitaires alors f g est unitaire et d°(fg) = d°(f) + d°(g).

h) Si A est intégre, f est non nul de coefficient dominant a et g est non nul de
coefficient dominant g alors : d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de
coefficient dominant ap.

i) Si A est intégre alors : d°(fg) = d°(f) + d°(g).

9) A[X] est un sous-anneau unitaire de AN contenant A et X.

10) A[X] est le petit (pour I'inclusion) sous-anneau de AN contenant A et X.
11) A[X] est nul si seulement si A est nul. C’est a dire: A[X] # 0 < A = 0.

12) A[X] n’est pas un corps.

13) A[X] est abélien si seulement si A est abélien.

14) A[X] est intégre si seulement si A est intégre .

15) Si A est integre alors : U(A[X]) = U(A).

Démonstration :
1) Soit n un entier naturel quelconque.
x Va € A : aest polynéme a coefficients dans A et d°a < 0 < n. Donc a € A,[X].
Ce qui proue que A < Ay[X].

n
* Vf e Ap[X] : Jag,as,...... ,an €A tg:f= Zakxk. Donc : f € A[X].
k=0
Ce qui proue que An[X] < A[X].
Par conséquenton a: A c An[X] < A[X]
2) Supposons que B est un sous-anneau unitaire de A.
n

a) vf € B[X] : Jag,ay,...... ,aneB tqg:f= Zakxk.
k=0
n
Q0,81,...... ,aneBcA:>f=ZakaeA[X].
k=0
Donc : B[X] < A[X].
n
b)Vne N et VfeBy[X]: Jagay,...... a, e B tg:f=) axXk
k=0
n
ao,ai,...... an€Bc A= f=Y" aXeAlX].
k=0

Donc : By[X] < Ay[X].
3) Z[X] < Q[X] < R[X] < C[X].
Car Z est un sous-anneau unitaire de Q, Q est un sous-anneau unitaire de R et R
est un sous-anneau unitaire de C.
4)Vvn e N : Zn[X] QH[X] c Ro[X] < Cy[X].
Car Z est un sous-anneau unitaire de QQ, Q est un sous-anneau unitaire de R et R

est un sous-anneau unitaire de C.
5) Supposos que A = C et soit f un polyndme a coefficients complexes.
=) Si f € R[X]:
Alors : fe RIX]c RN = f = 1.
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=)Sif =f:
Posons f = (ak),ey- f€ C[X] =3ne N tq: Vk>n:ax=0.
fe C[X cN
_E X] = = f e RV,
f=f
Puisque f € RY et puisqu’on a ax = 0 pour tout entier naturel k > n alors k > n.

6) Soit n un entier naturel quelconque.
* Puisque An[X] contient A et puisque A est non vide alors Ay[X] est non vide.

* Vf,g S An[X] > dag,a1,.. ... ,an,bo,bl, ...... ,bn e A tq .
n n
f=> axk e g=> bxX~
k=0 k=0
n n n n
Alors 1 f—g =D aXk= D" biXk = D~ (@Xk - biXk) = D~ (ak — biXk) e Aq[X].
k=0 k=0 k=0 k=0

Donc A,[X] est un sous-groupe de (AY,+).
7) = A[X] contient A et X (d’aprés 1) et I'exemple 2-1-3).
* Puisque A,[X] contient X alors A,[X] est non vide.
* Vf,g € A[X] : Jaop,ai,...... ,an,bo,be,...... ,bh e A tq:
n n

f=>aX< et g=> bX
k=0 k=0

Alors : f,g € Ay[X] = f—g € Ay[X] < A[X].
Donc A[X] est un sous-groupe de (A", +) contenant A et X.
8) Soitf,g € A[X] :
a) Posons max(d°(f),d°(g)) = n.
-Sin=-w:
max(d°(f),d%(g)) = n = —0 = d°(f) = d°(g) = —0 = f =g = 0. Onadonc:
d°(f+g) = d°0+0) = d°0) = —o = max(d°(f),d°(g)) < max(d°(f),d°(g)).
-Sin+—ow:

do(f) < max(d°(f),d%(g)) =n f e Ay[X]
Alors : n € N. =
d°(g) < max(d°(f),d°(g)) = n g € An[X]

= f+g e Ap[X].
Donc : d°(f + g) < n = max(d°(f),d°(q)).
b) Supposons que d°(f) + d°(g) et posons max(d®(f),d’(g)) = n.
do(f) = d°(g) = [d°(f) = —0 ou d°(g) + -0 ] = n = max(d°(f),d°(g)) € N.

d°(f) < max(d°(f),d(g)) =n f e An[X]
= )
d°(g) < max(d’(f),d’(g)) = n g € An[X]
n n
Alors : Jag,ay,...., an,bo,b1,..... o € A tg: f=D axk et g=>) bX~
k=0 k=0

Parsuiteona:f+g =Y aX + Y Xk = D (@aXk+ biX¥) = D" (ax + bi)X*.
k=0 k=0 k=0 k=0
do(f) = d°(g) = [n = d°(f) > d°%g) ou d°(f) < d°(g) = n].
-Sin=d%f) > d%Qq):
[an#0 et by =0] = an+by=an+0=a, 0.
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-Sid°(f) < d°g) =n:
[anzo et bn;t0:| zan+bnzo+bn:bn:ﬁ0.
Ce qui montre que : d°(f + g) = n = max(d°(f),d%(g)).
f € An[X], dont le coefficient de degré n est «
c) Supposons que o .
g € An[X], dont le coefficient de degré m est g
Posons : f = (ak) e y» g = (bk)en et fg=(Cck)en-
feAX] = [Vke N:k>n= ax=0].
g€ AnX] = [Vke N:k>m= by =0].

k
* Soit k un entier naturel quelconque tel que k > n+m. cx = Zaibk_i.
i=0

vi=0,1,....,k:
-Sii>n:
Alors : aj = 0 = ajby_j = 0.
-Sii<n:

Alors:-i>-n=k-i>k-n>n+m-n=m.
Donc : by_j = 0 = ajby_j = 0.
k

Par suite : ¢ = > ajby_j = 0.
i=0
Ce qui montre que fg € An+m[X].
*ar,=a et bn=p. cntm estle coefficient de fg de degré n+m.

k
Cn+m = Z aibpym-i-

i=0
vi=0,1,....,n+m:
-Sii>n:
Alors : aj = 0 = ajbpym-i = 0.
-Sii<n:
Alors:—i>-n=n+m-i>n+m-n=m.
Donc : bpim—i = 0 = ajbpim—i = 0.

k
Par suite : cnm = Y _ ajbpim_i = anbm = ap.

i=0
d)-Sifg=0:
Alors : fg = 0 € A[X] et d°(fg) = d°(0) = —o < d°(f) + d°(g).
-Sifg+0:

Posons : d°(f) = netd®(g) = m.
fgx0=[f+x0etg+0]=[n=d(f)eN et m=d’g) e N].
Par suite f € Ap[X] et g € An[X].
D’aprés c) fg € An+m[X] < A[X].
fg € An+m[X] = d°(fg) < n+m = d°(f) + d°(g).
e) Supposons que f et g sont non nuls de coefficients dominants réspectivement
a et g et que aff est non nul.
Posons d°(f) = net d°(g) = m.
Puisque f et g sont non nuls alors n et m sont des entiers naturels.
Par suite f € An[X], g € An[X], a est le coefficient de f de degré n et g est le
coefficient de g de degré m.
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D’aprés c), fg € Anm[X] et af est le coefficient de fg de degré n + m.
Alors : d°(fg) < n+m = d°(f) + d°(g).
d°(fg) <n+m
ap est le coefficient de fg dedegré n+ m
af + 0
Ce qui montre que fg est non nul, d°(fg) = n+m = d°(f) + d°(g) et aB est le
coefficient dominant de fg.
f) Supposons que f et g sont non nuls de coefficient dominants réspectiement « et
P et que I'un des éléments « et B est inersible.
Puisque a et  sont non nuls et 'un des deux au moins est inersible alors,
d’prés e), on a : d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient dominant
ap.
g) Supposons que f et g sont unitaires.
Alors f et g sont non nuls de coefficient dominants inersibles.
Donc (d’'aprés f)) : d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient
dominant1x1 = 1.
Ce qui montre que f g est unitaire et que d°(fg) = d°(f) + d°(g).
h) Supposons que A est intégre, f est non nul de coefficient dominant o et g est non
nul de coefficient dominant S.
Puisque A est intégre et puisque « et  sont non nuls alors af est non nul.
Donc (d'aprés e)) : d°(fg) = d°(f) + d°(g) et fg est non nul de coefficient
dominant ap.
i) Supposons que A est intégre.
-Sif=00ug=0:
Alors : [dO(f) = —0 ou d°(g) = -0 | = dO(f) + d°(g) = —oo.
Donc : d°(fg) = d°(0) = —o = d°(f) + d°(g).
-Sif+0etg=+0:
D’aprés h) on a alors : d°(fg) = d°(f) + d°(g).
9) x D’aprés 7), A[X] est un sous-groupe de (AN, +) contenant A et X.
* D’aprés 8) d)),on a : Vf,g € A[X] : fg € A[X].
* D’aprés 1)),ona:1 e A c A[X].
Donc A[X] est un sous-anneau unitaire de AN contenant A et X.
10) Soit B un sous-anneau quelconque de AN contenant A et X.
n

vf e A[X] : Jag,ay,...... ,an €A tq:f= Zakxk.

n
Puisque B contenant A et X alors : f = Z axXk € B.
k=0
Donc : A[X] < B.
Ce qui montre que A[X] est le petit (pour I'inclusion) sous-anneau de AN contenant
AetX.
11) = ) Si A[X] est nul :
Alors A est nul (car A est un sous-anneau de A[X]).
< )SiAestnul:
Alors AN est nul. Donc A[X] est nul (car A[X] est un sous-anneau de AY).
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12) - Si Aest nul :
Alors (d’aprés 11)), A[X] est nul. Donc A[X] n’est pas un corps.
-Si Aestnon nul :
D’aprée la propriété 1-1-5-7), X est un élément non nul et non inersible de AN,
Par suite X est un élément non nul et non inersible de A[X].
Donc A[X] n’est pas un corps.
13) - Si A[X] est abélien :
Alors A est abélien (car A est un sous-anneau de A[X]).
- Si A est abélien :
D’apré la propriété 1-1-5-2), AN est abélien.
Donc A[X] est abélien (car A[X] est un sous-anneau de AY).
14) - Si A[X] est integre :
Alors A est intégre (car A est un sous-anneau de A[X]).
- Si A estintegre:
D’aprée le théoréeme 1-2-4), AN est intégre.
Donc A[X] est integre (car A[X] est un sous-anneau de AY).
15) Supposons que A est intégre.
*VaeUMA):[ateAcAX] et aal=atla=1]= ae UAX].
Donc : U(A) < U(A[X]).
*Vue UAX]D :uut=1= du+d°u?) =duu?) =d°1) = 0.
Alors : d%u = d°(ut) =0 = u,ut e A= ue UA).
Donc : U(A[X]) < U(A).
Ce qui montre que U(A[X]) = U(A).

Contre exemple 2-1-17 :

SiA=7/47 et f=2X+1 alors:

ff= f2— (2_X+1_>2 ~1 = fe UQX]) - U(A) .
Donc U(A[X]) # U(A).

Remarque 2-1-18 :
Soit A un anneau unitaire.
1) Pour tout entier naturel n, Ay[X] est un sous groupe de (A[X],+).
Car An[X] et A[X] sont des sous-groupes de (AY,+) et A [X] < A[X].
2)Vae A , vVneN et VfeAX]: af fa € Aj[X].
Car:VaeA , VneN e VfeAyX]:

{ d%af) < dO(a) +d°(f) < 0+ dO(f) = d°(f) < n

. Donc af, fa € Ay[X].
d°(fa) < d°(f) + d°(a) < d°(f) + 0 = d°(f) <n

Propriétés 2-1-19 :
Soit A un anneau unitaire.
1) Pour toute entier naturel n, 'application suivante : ¢, : A™ — Ap[X]

n
a = (ag,a1,..evn... ,an) — @n(a) = Zakxk
k=0
est un isomorphisme du groupe additif (A", +) vers le groupe additif (An[X],+).
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2) Pour toute entier naturel n, (A,[X],+) est isomorphe a (A™,+).
Cestadire: Vn € N : (Ap[X],+) = (A™,+)
3) Pour toute entier naturel n, Ay[X] est d’ordre fini si seulement si A est d’ordre fini et
dans ce cas : |A\[X]| = |A|™.
n

4) Sif =Y aiX' est un polynéme & coefficients dans A et sin > 1 alors :

i=0
n-1
a) f' 2 o X =D (k+ DaaX X = ag +2a,X + 3asX 2 +....... +nX™1 e A[X] .
i=1 k=0
b) Pour toute entier naturel k,
K ilaj o a7 k)'aHk j o
f Z(I k)l Z S|.k_n.
f 0 _ 0 Si:k>n
c) Pour toute entier naturel k, f © e A[X].
d) Pour toute entier naturel k = 0,1,..... .n, klay est le coefficient constant de f ®.

Démonstration :
1) Soient n un entier naturel quelconque.

*x Va = (ag,a1,........ ,an) € Amt et Vb= (bo,by,........ ,bn) e AM
on(@+b) = gn((@ao +bo,a1 +b1,........ Jan+bn)) = D (e + bi)XX
k=0

n n n
= Z(akxk + bkxk) = Z akxk + Z bkxk
k=0 k=0 k=0

= ¢n(@) + @n(b).
Donc ¢, est un homomorphisme du groupe additif (A", +) vers le groupe additif

(An[X],+).
* Va = (ag,az,........ ,an) € kerop :
n
DXk =ga(@) =0 =ap=ar =........ —an=0=a-=(0,0,...... ,0).
k=0
Donc ker¢, = {(0,0,...... ,0)}. Ce qui prouve que ¢, est injectif.
n
* Vfe Al[X]: Jag,at,........ aneAtg:f=>Y aX=opn(@a........ ,an)).

k=0

Donc ¢, est surjectif.
* Puisque ¢, est a la fois injectif surjectif alors ¢, est bijectif.
Ce qui montre que ¢, est un isomorphisme du groupe additif (A", +) vers le
groupe additif (An[X],+).

2) Soient n un entier naturel quelconque.

Puisque ¢, est un isomorphisme du groupe additif (A", +) vers le groupe additif
(An[X],+) alors (An[X],+) est isomorphe a (A", +).
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3) Soient n un entier naturel quelconque.
Puisque (An[X],+) est isomorphe a (A™*,+) alors :
[ An[X] est d’ordre fini | < [ A™! est d’ordre fini | < [ A est d’ordre fini ].
Dans ce cas : |A [X]| = |JA™| = |A|™.

n
4) Soient n un entier naturel quelconque et f = Z aiX' un polynéme a coefficients
i=0
dans A. On suppose que n > 1.

a) f' = (Zaixi> = > @xh = P a(X) = ao(X0) + 3 i (X1)’
0 -0 i-0 =t

= ao(1)' + D aGiX ) = a0 + ) iaiXH

i=1 i=1
n
= Z iaiX‘—l.
i=1
Pour tout entier naturel i = 1,..... ,n,posons :i—1 =Kk, parsuiteona:i=Kk+1.

n
Onadonc:f' = Z iaiX 1 = Z(k+ DXk

=ap+2aX+3a3X 2 +....... +nX"1 e A[X] .
b) Soit k un entier naturel quelconque.

(0 _ (iz”;aixi>(k> i} g@ixi)(k) 1 gai(xi)“).

-Sik<n:
Vi=0,....., .|<kz(xi><k)—0
DoanO_Z (x)<> Z“ _it il Z _ilaj
NG R
Pour tout ent|er naturel T | S n, posons :i—k = |, par suiteona:i=j+k.
n-k H Ly -
© 5 _dlai ik oy IR
On a donc : f Z i k)' .ZO i X1,
j=
-Sik>n:
: (i ®) :
Vi=0,.....n: (X)V/ =0 (cari<n=<k).
k n
Donc:f<>=2ai0=0.
i=0
Ce qui montre que :
n-k (i lyy- )
¢ (O _ il U+ktaji, j -
Z(|—k)l __Zj—!x sitksn
£ g sitk>n
c) Soit k un entier naturel quelconque.
-Sik<n:
n—k . Ly
(00 N _ila ik 5 G0 g
Z (|—k)l Za—j! X1 e AIX].
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-Sik>n:

+ ) _ o e arxi.
d) Soient k un entier naturel tel que k < n.
K G+ K)o :
Puisque f (0 _ Z (Jj#xl alors le coefficient constant de f ® est

i=0
(0+|(O)I!a0+k _ k!fk - Klay.
-n—n H 0 H
(J+n)!aj+n i J+mlajmn i (0+n)la I
) — A LLLEN"Y J j— ‘®o+n 0 _ Nlan
e)f _Z i X Z i X ol X0 = =1
i=0 i=0
= n!an

Notations et définition 2-1-20 :
Soient A anneau unitaire , B un sur anneau quelconque de A (A un sous anneau de B)
et b € B un élément quelconque de B .

n
-V f= Zakxk € A[X] : on not par f (b) I'élément de B défini par :

k=0
n
f(b) =D ab*=ap+ab+ah?+....... +apb"
k=0
- Vfe A[X] :sif(b) =0ondit que b est une racine de f dans B ou b est une racine
def.

- On note par A[b] 'ensemble : Alb] = {f(b) tq:f e A[X]}.

Exemple 2-1-21 :

Soit f = 3 — 4X + 7X2 + 5X3 — 2X* e Z[X].

R estun suranneaude Z et /2 € R.

f(42) = 3-402 +7(J2)" +5(42)° - 2(42)'
=3-4J2 +7x2+5x2J2 -2x4=3-4/2 +14x10J2 -8
=9+642.

Remarque 2-1-22 :

Soit A un anneau unitaire .
n

1) Pour tout polynéme f = Zakxk, f(0) = ap est le coefficient constant de f.
k=0
2) Pour tout pollynédme f a coefficients dans A, f (X) = 1.
3) Si B un sur anneau quelconque de A et si b € B un élément quelconque de B alors :
a)VaeA:ab)=a

b) X(b) = b

c) Pour tout entier naturel n, X"(b) = b"
4) vie AIX] :

a)vVaeA:af)=a

b) X(f) = f

c)vn e N : X"(f) = f".
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5)SiA =C.
a) vfe C[X] et Vae: C: f@a@) = f(a).
b) vfe R[X] et Vae: C: f@) = f(a).
c) Si f est un polyndme a coefficients complexes et si a est une racine complexe de f
alors a est une racine complexe de f.
d) Si f est un polynéme a coefficients réels et si a est une racine complexe de f alors
a est aussi une racine complexe de f.

Propriétés 2-1-23:
Soit A un anneau unitaire, B un sur anneau quelconque de A et b € B un élément
quelconque de B
1) Si f et g sont des polyndmes a coefficients dans A alors :
(f+9)(b) = f(b) +g(b).
2) Siaestun élément de A et si f est un polyndme a coefficients dans A alors :

(af)(b) = af(b)
(fa)(b) = f(b)a siab=bha
3) Sif est un polynébme a coefficients dans A alors :
vk € N : (fXK)(b) = f (b)bk
4) Si b commute avec tous les éléments de A et si f,g € A[X] alors :
(fg)(b) = f (b)g(b)
5) Si B est abélien et si f,g € A[X] alors :
(fg)(b) = f (b)g(b).
6) Si B est abélien et si f est un polynéme a coefficients dans A alors :
vneN:f"b)="f(b)".
7) Si B est abélien et si f,g € A[X] et alors :
f(g)(b) = f (g(b)).
8) Si f et g sont des polyndmes a coefficients dans A et si d°(g) > 1 alors :
d °[f(g)] < [d°(P)][d°(9)].
9) Si B est intégre, f et g sont des polyndmes a coefficients dans A et d°(g) > 1
alors :
d °[f(9)] = [d°()1[d°(9)].
10) Si B est abélien et si f et g sont des polynémes a coefficients dans A alors :
[f(@)] =f'(@)9".
11) Sif est un polyndbme a coefficients dans A et si a est un élément de A alors :
vkeN:[fX+a)]¥ = fOX+a).

Démonstration :
1) Soient f et g deux polynémes a coefficients dans A.
Alors il existe des éléments ag,a1,...... o, fo, Py , Bn de A tels que :
n

n
f=>aXk et g=>)_ PXk
k=0 k=0
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(f+9)(b) = [Zaw +Zﬁkxk](b) - [Z(ak +ﬁk)><k](b) = D (ak+ Bb*
k=0 k=0 k=0 k=0

n n n
= ) (b + Bib*) = D akb*+ > bk = (b) +g(b).
k=0 k=0 k=0
2) Soient ¢ un élément de A et f un polynéme a coefficients dans A.
n

Il existe des éléments By, f1,...... ,Pnde Atelsque: f= Z,ka".
k=0

x (af)(b) = <a2ﬁkxk>(b) = (Z aﬁkxk>(b) = > apibk = a ) pub
k=0 k=0 k=0 k=0
= af(b).
* Supposons que ab = ba.

(fa)(b) = KZ ﬂkxk>a:|(b) = (Z ﬂkaX">(b) Z,Bkabk Z(ﬂkbkm
k=0 k=0

= (Z ﬂkbk>a = f(b)a.
k=0

3) Supposons que f est un polynéme a coefficients dans A et k est un entier naturel.

Il existe des éléments ag,az,...... .an de Atels que : f =D aiXl.
I=0
(X¥)(b) = [(Zaix)xk](b) = (ZaiXiX")(b) = (Zaixi+k>(b)
I=0 I= I=
n+k n+k n
= (ZaiXJ)(b) = aibl = Za bi+ = Za bibk = (Zaib‘>bk
= = i=0
= f (b)bk

vk e N : (fX¥)(b) = f (b)bk
4) Supposons que b commute avec tous les éléments de A et que f,g € A[X].
n

Il existe des éléments Bo, f1,...... ,fnde Atelsque: g = Zﬂixi.
I=0

(f9)(b) = [f- (Zﬂix‘> ]<b> = [Zf- (ﬁix‘)](b) - [Z(fﬂi)xi}b)
i=0 i=0 i=0

= D [(EB)X11(b) = D [(EB)(b)b'] = Z[f(b)ﬁ Zf(b)(ﬂ b')

i=0 i=0 =0 i=0

= f(b)(ZBibi> = f(b)g(b)
i=0

5) Supposons que B est abélien et que f,g € A[X].

Puisque B est abélien alors b commute avec tous les éléments de A.
D’aprés 4) on donc : (fg)(b) = f (b)g(b).

6) Supposons que B est abélien et que f est un polyndme a coefficients dans A.
Montrons par récurence que pour tout entier naturel n, f "(b) = f (b)".
-Pourn=20:

fn(b) = f°(b) = 1(b) = 1 = f(b)° = f(b)".
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-Pourn-1:
Supposons que f "1(b) = f (b)"*.
- Pour n:
Montrons qu’alors f "(b) = f (b)".
fn(b) = (f-1f)(b) = fL(b)f(b) = f(b)"*f(b) = f (b)".
7) Supposons que B est abélien et que f,g € A[X].

Il existe des éléments ap,a1,...... ,anp de Atels que : f = ZaiX‘.
i=0
f(9)(b) = [(Zaaxi>(g)}b) = (Zaig‘>(b) =Y ai.(@'(®) = D ai.gb)’
i=0 i=0 i=0 i=0
= f(9(b))
8) Supposons que f et g sont des polyndmes a coefficients dans A et que d°(g) > 1.
-Sif=0:
d °[f(g)] = d°[0(g)] = d°0 = —o0 = —oo(d°(g)) = [d°(F)][d°(g)] < [d°()][d°(9)].

-Sif+0:

Posons d°(f) =n.f £ 0 = n = d°(f) € N.

n
Il existe des éléments ag, a1, ...... ,an,de Atelsque: f = Zaixi.

1=0
Par suite, f(g) = Zaigi.
i=0

Vi=0,....,n: d%aig") < d°g") <id’g < nd’g = [d°(f)][d°(9)].

Donc : d °[f(g)] < max(d®(@0g?),d%(a1g?),...... ,d%ang") <)[d°(f)][d°(g)].
9) Supposons que B est integre, f et g des polyndmes a coefficients dans A et

d(g) > 1.
-Sif=0:

d °[f(g)] = d°[0(g)] = d°0 = —0 = —oo(d®(g)) = [d°(P)][d°(9)].
-Sidf=0:

Alors, f € A*. Donc : d °[f(g)] = d °(f) = 0 = 0[d°(g)] = [d°(f)][d°(g)].
-Sid%f>1:

n
Posons d°(f) = n. 3ao,a1,....,an € A tq: f= Zaixi. d°(f) =n = a, # 0.

1=0

n n-1
n-1 _ f— aiXi = aiXi + apX" = fo + anX"
Posons fy = ZaiX'- Alors : g | g | n R

=0 do(fo) <n—1

f(9) = (fo +anX")(9) = fo(9) + (@nX")(9) = fo(g) +anX"(9) = fo(g) + ang".
an + 0 = d%ang") = d°an) +d°g") = 0+nd°(g) = nd°(g).
d°(fo(9)) < [d°(fo)][d°(9)] < (n—1)[d°(g)] < nd®(g) = d°(ang").
Donc : d °[f(g)] = d°[fo(g) +ang"] = d°(ang") = nd°(g) = [d°(F)][d°(9)].
10) Supposons que B est abélien et que f et g sont des polyndmes a coefficients
dans A.

n
Il existe des éléments ap,a,...... ,apde Atelsque:n>1letf= Zaixi.

1=0
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o1 <Za' ) = 2. (@ig) = 2 ai(@) = ao(@®) + X (@)
i=0 I=0 i=1
oot + Y aie ) - w0+ Yiagly =0+ (Z iaigil>g/

i=1 i=1 i=1

- (Z iaig”)g’ = (Z iaiX”)(g)g/ =f'(9)g'
i=1 i=1

11) Supposons que f est un polyndme a coefficients dans A et que a est un élément
de A.

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel k, [ f (X + a)](k) = fOX+a).
-Pourk=0:
[fX+a)]Y = [fX+a)]® =f(X+a) = f O(X+a) = f O(X+a).
-Pourk-1:
Supposons que [ f (X + a)](kfl) = f &D(X +a).
- Pour k:
Montrons qu'alors : [f (X +a) ] © _ 00X +a).

[f(X+a)]Y = [[f(X+a):|(k l’} [feDX +a)) = [(«D) (X+a)].(X+a)
= [(F0)(X +a)]L = fO (X + a).

Théoreme 2-1-22:

Soient A anneau unitaire , B un sur anneau quelconque de A (A un sous-

anneau de B) , b € B un élément quelconque de B qui commute avec tous les

éléments de A ( en particulier B un sur anneau abélien ) et ¢ I'application

de A[X] vers B définie par: ¢ : AIX] — B

fi— o(f) = f(b)

On a les propriétés suivantes :

1) ¢ est un homomorphisme d’anneaux .

2)Vae A:p(a)=a

3) p(X) =b

4) ¢ est le seul homomorphisme d’anneaux ¥ de A[X] vers B tel que :
VaeA: Y@ =a e ¥YX)=bDb

5) p(A[X]) = Alb]

6) A[b] est un sous anneau de B contenant Aetb .

7) A[b] est le plus petit sous-anneau de B contenant A et b appelé le sous-anneau
de B engendré parAetb

Démonstration :
1 vt g e AX] { o(f+0) = (F+0)(b) = f(b) + 9(d) = 9() +9(@)
o(fg) = (fg)(b) = f(b)g(b) = o(He(9)
Donc : ¢ est un homomorphisme d’anneaux .
2)Vae A:gp(a) =a) = a.
3) p(X) = X(b) = h.
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4) Soit ¥ un homomorphisme d’anneaux quelconque de A[X] vers B tel que :
VaeA: VY@ =a e YX) =h.

n
vie AIX]: Jao,a1,....,an € A tg 1 f =D aiXl.

1=0

P(f) = ‘I’(Z (xiXi) = ) WX = D W)X = D P@)PX)' = D aib
I=0

i=0 i=0 i=0 i=0
= f(b) = o(f).
Donc ¥ = ¢.
Ce qui montre que ¢ est le seul homomorphisme d’anneaux ¥ de A[X] vers B
telque:vaeA:¥Y@)=a et YX) =h
5) p(A[X]) = {o(f) tq:feAX]} ={f(b) tg:feAX]} =A[b].
6) Puisque ¢ est un homomorphisme d’anneaux de A[X] vers B et puisque
@(A[X]) = A[b] alors A[b] est un sous anneau de B.
A[b] contient A (carona:Vae A:a= () € Alb]).
A[b] contient b (car b = ¢(X) € A[b]).
7) Soit M un sous-anneau de B contenant A et b.
Vvx € Alb] : 3f € A[X] tq: x = f(b).

n
fe AX] = Jao,a1,....,an € A tg 1 f =D aiXl.

1=0

n
Alors : x = f(b) = Zaib‘ e M.
i=0

Donc : A[b] < M.
Ce qui montre que A[b] est le plus petit sous-anneau de B contenant A et b appelé
le sous-anneau de B engendré par Aetb

2-2- Formule de Mac-Laurin :

Lemme 2-2-1 :
n

Soient A un anneau unitaire et f = Z axX® un polyndémes a coefficients dans A.
k=0
vk =0,1,2,..... ,n - f00) = kla.

En effet :
Soit k un entier naturel quelconque tel que k < n.
Puisque k'ay est le coefficient constant de f © alors : f ©(0) = k!ay.

Remarque 2-2-2 :

Si A est un anneau unitaire intégre de caractéristique 0 alors tout entier relatif on peut
confondre nla avec n.
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Lemme 2-2-3:

n
Soient K corps commutatif de caractéristique O et f = Z axX¥ un polynéme a

k=0
- . i “0)
coefficients dans K. Pour tout entier naturel k = 0,1,2,....,n, ax = ko
En effet :
Soit k un entier naturel quelconque tel que k < n.

Puisque (d’aprés le lemme 2-2-1) f ©(0) = kla, alors : ax = i

Théoreme et définition (Formule de Mac-Laurin) 2-2-4 :
Soient K corps commutatif de caractéristique 0, f un polynéme a coefficients dans K

et n un entier naturel tel que d°(f) <n.On ala formule suivante :
n

(k) )
f:ka k|(0) Xk —f(O)+f(0)X+f (0) ....... 3 nl(o) X0,
-0

appelée la formule de Mac-Laurin appliquée au polynéme f.

Démonstration :

n
d°(f) < n = Jap,a1,....,an € A tq : f = Zaixi.
i=0

(k)
D’apres le lemme 2-2-3, ax = k'(O) pour tout entier naturel k = 0,1,2,..... ,N.
" ® (n)
Ce quimontre que : f= 3" 1O xi = 0) + (0)x+ f (O) ....... AU

appelée la formule de Mac-Laurin appliquée au polynédme f.

2-3- Formule de Taylor :

Théoreme et définition (Formule de Taylor) 2-3-1:
Soient K corps commutatif de caractéristique 0, f un polynéme a coefficients dans K,
a un élément de K et n un entier naturel tel que do(f) < n. On a la formule suivante :

g “ Q)
f:Zf (a)(x a)* = f(a) +f '(@)(X - a)+f (a)(x_ f (a)(X— )

k=0
appelée la formule de Taylor appliquée au polynéme f et a.

Démonstration :
Posonsg =f(X+a).Ona:d?%g) =d°f(X+a)] = [d°(F)][d°(X +a)] = d°(f) <n
Pour tout entier naturel k = 0,1,2,..... N

g® = [f(X+ a)](k) = f ®W(X +a) par suite on a :

g®(0) = [fO(X+a)](0) = fO(X+a)(0) = fW(a).
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D’apprés la formule de Mac-Laurin appliquée au polynébme g on a donc :

n k) n
¢ 990 - 9@
972 Sy X T X

noek
Ce qui montre que : f=f(X) =f(X—a+a) =g (X-a) = ) _ f kl(“) (X —a)k
k=0 ’
Exemple 2-3-2:
Soient f= 3 - 4X +7X2 +5X3 -2X* € Q[X] et a = 2.
La formule de Taylor appliquée au polynéme f et 2 est :
I 1" 4)
f=f2)+f(2)(X-2)+ fzﬁ(X— 2)% + %(X— 2)° + #(X— 2)*.

f(2) =3-8+28+40-32 = 31.
f'=-4+14X+15X? -8X® = f'(2) = -4 + 28 + 60 — 64 = 20.

"
£/ 14+430X-24x2 = 1 (2) _ 14+60-06 _ =22 _ g3

» 2! 2 2
f/l/ — 30 _ 48X — f (2) — 30 — 96 — _11
3! 6 ’
Y2 _ _ag
(C) - - _
f 48 = a0 54 2.

Donc : f = 31 +20(X —2) — 11(X — 2)® —11(X — 2)3 = 2(X — 2)*.

3- Division, divisilité et fonctions polynémiales :

Dans tout le paragraphe, K étant un annaneau commutatif
unitaire non nul.

3-1-Division euclidienne :

Lemme 3-1-1:

A =BQ+R
d°R<d’B
Si le coefficient dominant de B est inversible et sid °A < d °Balors: Q = 0 etR = A,

Soient A, B, Q et R des polyndmes a coefficients dans K tels que : {

Démonstration :

A=BQ+R=BQ=A-R=d°%BQ) =d°A-R) <max(d°A,d°R) < d°B.
Puisque le coefficient dominant de B est inversible alors :
d°B+d°Q=d°BQ) <d’B = d°Q <0 =dQ=-0=Q=0.
R=0+R=B0O+R=BQ+R =A.

Donc:Q=0etR =A.
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Lemme 3-1-2 :
Soient A, B, Q, R, U et V des polyndmes a coefficients dans K tels que :

A=BU+V =BQ+R
0 0 0 0 '
dV<dBetdR<dB
Si le coefficient dominant de B est inversible alors U = QetV = R.

Démonstration :

A=BU+V=BQ+R=0=BU+V)-(BQ+R)=BU+V-BQ-R
=B.(U-Q)+V-R.

d %(V-R) < max(d°V,d°R) < d °B.

Puisque le coefficient dominant de B est inversible, d °0 = — < d °B,

0=B.(U-Q)+V-Retd?%V-R) < d B alors (d'aprés le lemme 3-1-1) :

{U—QO {UQ
= )
V-R=0 V=R

Lemme 3-1-3:
Soit B un polyndme non nul a coefficients dans K de degré m > 1.
Si le coefficient dominant de B est inversible alors pour tout entier naturel n et pour tout

polyndme A € K,[X] il existe d’'une fagon unique, deux polyndmes Q et R a coefficients
A=BQ+R

dans K tels que : 0 o -
d R<d B

Démonstration :

m
d'B=m= Hbo,bl,....,bm e K tq . |:B = Zbixi et bm * O:|
i=0
Supposons que le coefficient dominant b, de B est inversible.
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n et pour tout polynéme
A € K,[X] il existe d’'une fagon unique, deux polynédmes Q et R a coefficients dans K

A=BQ+R
tels que : 0 o -

d R<d'B
-Pourn=0:

Soit A un élément quelconque de K,[X] = Ko[X] = K.

» Existance:
A=0+A=B0+A=BQ+R
Il suffit de prendre Q =0etR=Aetona: " " Q+ .
d°R=d°A<0<1<d°B

D’ou I'existance.
e Unicité :
, R . . A=BU+V
Soient U et V deux polynémes a coefficients dans K tels que : 0 0 -
dVv<dB
. _ A=BU+V =BQ+R
D’apres le lemme 3-1-2, puisquu’on a : 0 0 0 o -
dV<dBetdR<dB
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et puisque le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q etV = R.
D’ou l'unicité.

-Pourn-1:
Supposons que pour tout polynéme A € K,_1[X] il existe d’'une fagon unique, deux
. . . A=BQ+R
polyndmes Q et R a coefficients dans K tels que : 0 o -
d R<d B
- Pourn:
Montrons que pour tout polynéme A € K,[X] il existe d’'une fagon unique, deux
R . - A=BQ+R
polynbmes Q et R a coefficients dans K tels que : 0 o -
d R<d B

Soit A un élément quelconque de K,[X].
e Existance :
*Sin<m=d°B:
A=0+A=B0+A=BQ+R
Il suffit de prendre, Q = 0etR = A. On alors : Q .
d°R = d°A <n < d°B

D’ou l'existance.
*xSin>m=d’B:

n
Soient ap,ai,....,a, les éléments de K tels que A = Z aXk.
k=0

m m
Posons M = ayb-1X"MB. M = a,b tX"™ (Z biX‘> = )" anbybix =M

i=0 i=0
Pour tout entier naturel i = 0,....,m, posons :k =i+n—-malors:i=k+m-n.

n
Donc:M= Y anbilby,m nXX
k=n-m

dy = anbyib sik>n-m
Pour tout entier naturel k = 0,....,n, posons : k7S hebmen =10 = _
dy =0 sik<n-m

n
Alors : M = dexk. Posons : Ag = A— M.
k=0
n

n n
Ao =A-M =D aXk-D diXk =D (ax - di)Xk.
k=0 k=0 k=0

an —dn = an - a.nb%]'bn-l—m—n = an —anb%lbm = a.n —anl = an - an = 0

n-1
Donc : Ao = D _(ax — di)X* € Kna[X].
k=0
D’aprés I'hypothése de récurrence, il existe d’'une fagon unique, deux polynébmes
. . Ao = BQo+R
Qo et R a coefficients dans K tels que : 0 0 )
d R<d'B

Par suite on a :
A=A-M+M=Ag+M =BQo+R+anhyX"™B = BQo + anby' X" ™B + R
= B(Qo + anbyiX™™) +R.
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A =BQ+R
Pour Q = Qo +apbitX"Mon a: 0 o -
d R<d™B

D’ou I'existance.

e Unicité :

. N . .. A=BU+V

Soient U et V deux polynémes a coefficients dans K tels que : 0 o -
dVv<dDB

A=BU+V=BQ+R
dv<d’Betd’R<d’B
et puisque le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q etV = R.
D’ou l'unicité.

D’apreés le lemme 3-1-2, puisquu’on a : {

Théoreme et définition 3-1-4 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K .

Si B # 0 et si le coefficient dominant de B est inversible alors il existe d’'une fagcon
unique, deux polynémes Q,R e K[X] a coefficients dans K tels que :

A =BQ+R

d’R<d’B
Le polyndme Q est appelé le quotient de la division euclidienne de A par B ou le
quotient de A par B.
Le polyndme R est appelé le reste de la division euclidienne de A par B ou le reste de
A par B.

La rechérche des polyndmes Q et R est appelé la division euclidienne de A par B ou la
division de A par B.

Démonstration :
*Sid'B=0:
e Existance :

d°B = 0 = B e K*. Par suite le coefficient dominant B de B est inversible.
A=BB!A)+0=BQ+A

Il suffit de prendre Q = B!AetR=0etona: ( ) Q .
d°R = d°0 = -0 < d’B

D’ou I'existance.
e Unicité :
, R . . A=BU+V
Soient U et V deux polynémes a coefficients dans K tels que : 0 o -
dVv<dB
A=BU+V=BQ+R
d°V<d’Betd’R<d’B
et puisque le coefficient dominant de B est inversible alors U = Q etV = R.
D’ou l'unicité.

D’apres le lemme 3-1-2, puisquu’on a : {
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x*Sid’B>1":

n
Il existe des éléments ap,ai,....,a, de Atelsque: A = Zakxk, alors A € K,[X].
k=0
D’aprés le lemme 3-1-3, puisque d°B > 1, le coefficient dominant de B est inversible,
n est un entier naturel et A € K,[X], alors il existe d’'une fagon unique,deux

A =BQ+R

polynédmes Q et R a coefficients dans K tels que : 0 o -
d R<d B

Corollaire 3-1-5:

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si B est unitaire alors le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B
existent.

En effet :

Supposons que B est unitaire.

Alors le coefficient dominant de B est inversible.

D’apres le théoreme et définition 3-1-4, le quotient et le reste de la division euclidienne
de A par B existent alors.

Corollaire 3-1-6 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K .

Si B est non nul et si K est un corps commutatif alors le quotient et le reste de la
division euclidienne de A par B existent.

En effet :

Supposons que B est non nul et que K est un corps commutatif.

Alors le coefficient dominant de B est inversible.

D’apres le théoreme et définition 3-1-4, le quotient et le reste de la division euclidienne
de A par B existent alors.

Exmple 3-1-7 :
SiK=0Q
Soient A = 6X° +5X4 —4X3 —5X2 -2 et B = 2X3 + 3X? —5.
A = 6X5+5X*-4X3-5X2 -2 B=2X341+3X2_5
—6X5 — 9x* + 15X2 Q=3X2-2X+1
— 4X* — 4X3 + 10X? -2
4X* + 6X3 — 10X
2X3 +10X2%2 - 10X - 2
—2X3 — 3X? +5
R = 7X2 — 10X + 3
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Donc: Q = 3X? - 2X + 1 est le quotient de la division euclidienne
de A par B.
et R = 7X? — 10X + 3 est le reste de la division euclidienne de A par B.

Propriétés 3-1-8 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

On suppose que B + 0 et que le coefficient dominant de B est inversible.

Soient Q le quotient de la division euclidienne de A par B et R le reste de la division

euclidienne de A par B.

1) Si K = C alors Q est le quotient de la division euclidienne de A par B et R est le
reste de la division euclidienne de A par B.

Q=ua"A

R=0

3) Si K est un corps commutatif et si B est une constante non nulle « alors :

Q=a'A
R=0

2) Si B est une constante inversible o € U(K) alors : {

4)d °A < d °B alors: Q=0 i
R=A
5)Sia e KetsiB =X-aalors. R = A(a).
En effet :

Supposons que a € Ketque B = X—a.
dR<dB=d°X-a)=1=d°R<0=ReK.
A=BQ+R=X-a)Q+R = A(a) =[(X-a)Q+R](a) = (¢ —a)Q(a) + R(ax)
= A(a) =0Q(a) +R=0+R =R.
Donc : R = A(a).
Exmple :
SiK=R.
Soient A = 2X% - 7X* +5X2 + 13X +6 et a = 3
R=AB)=2x3"-7x3*+5x32+13x3+6
=2x243-7%x81+5x9+39+6
=486 -567+45+45=9
Donc le reste de la division euclidienne de A par X—3 estR = A(3) = 9.

3-2-Développement suivant les puissances d'un polynbme :

Défition 3-2-1:
Soient A, Ay, ..... ,An, P des polynédmes a coefficients dans K. Si on a les deux
propriétés suivantes :

n

i) A =D APk =Ag+ AP +.... +AP".
k=0
i) vk =0,....... .n : d°A < dOP.

n
On dit que A = z:AkPk est un développement de A suivant les puissances de P.
k=0
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Proposition 3-2-2 :
Soient A un polyndmes a coefficients dans K et o un élément de K.
Un développement de A suivant les puissances de X — o est de la forme :

n
A= aX-a)=as+ai(X—a)+....4a,(X— )", ol ag,ay,.....,a sont
k=0
des éléments de K.

Démonstration :
n

Soit A = ZAK' (X — a)* un développement de A suivant les puissances de X — a.

k=0
Ona:vk=0,....... N dAy < d°X—a) =1 = d°%Ax <0 = Jax € K tg : Ax = ax.
n
Donc ap,ay,..... ,an sont des éléments de K et A = Zak(x —a)“estun

k=0
développement de A suivant les puissances de X — a.

Proposition 3-2-3 :

Soient A et P deux polynémes a coefficients dans K.

i) Si A admet un développement suivant les puissances de P alors P est non nul.
n

i) Si A = z:AkPk est un développement de A suivant les puissances de P alors
k=0
d°A < (n+1)d°P.

En particulier :
n

SiaeKetsiA= Z ar(X — a)* est un développement de A suivant les puissances
k=0
de X — a alors d°A < n.

Démonstration :
i) Si A admet un développement suivant les puissances de P alors il existe des
polynédmes Ay, ..... ,An € K[X] tels que :

n
A =" APk
k=0
vk=0,....... N : d°A < d°P

alors : d°Ag < d°P = d°P + -0 = P = 0.
n

ii) Supposons que A = X:AKPk est un développement de A suivant les puissances

k=0
de P.
vk =0,...... N2 dO(APY) < dO%Ay + dOPX < dPAy + kd°P < d°Ay + nd°P < d°P + nd°P
Onaalors: vk =0,...... N dP(APX) < (n+1)dP
n
Ce qui montre que : d°A = d°<ZAkPk> < (n+1)d°P.
k=0
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En particulier :
n

SiaeKetsiA = Z ax(X — a)* est un développement de A suivant les puissances
k=0
de X—qaalors : d°A < (n+1)d°(X-a) =n+1 = d°A<n.

Théoreme 3-2-4:

Soient A un polyndme a coefficients dans K et P un polyndme non constant a
coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de coefficient dominant inversible.
Pour tout entier naturel n tel que d°A < (n + 1)d°P, le polyndme A admet un

n
et un seul développement suivant les puissances de P de la forme A = ZAkPk.
k=0

Démonstration :
Par récurrence surn € N.
-Pourn=0:

On a: d°A < d°P.

e Existence:
0

I suffit de prendre Ao = Aetonaalors: A= Ag = ZAkPk et d°Ay < d°P.

k=0
0

Donc: A = ZAkPk est un développement deA suivant les puissances de P.
k=0
e Unicité :

0
Soit By € K[X] tel que : A = D ByP* et d°Bo < d°P.
k=0

0 0
Alors : Bo = D BiP* = A= D" APk = A,
k=0 k=0
D’ou I'nicité du développement de A suivant les puissances de P.
-Pourn-1:

Supposons que si d°A < nd°P, le polyndme A admet un et un seul développement
n-1

suivant les puissances de P de la forme A = ZAkPk.
k=0
-Pourn:

Montrons qu’alors si d°A < (n + 1)d°P, le polynéme A admet un et un seul
n

développement suivant les puissances de P de la forme A = ZAkPk.
k=0
On suppose que d°A < (n+ 1)d°P.
» Existence:
Soient Q le quotient de la division euclidienne de A par P et A le reste de la
division euclidienne de A par P.
Onaalors: A= QP+ AetdAy < d°P.
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d%Ap < d°P = d°Ap < (n+1)d°P = d°(A — Ap) < max(d°A,d%Ay) < (n+1)d°P.
A=QP+A; = QP =A-A; = d°(QP) = d°(A—Ag) < (n+1)d°P.

Puisque le coefficient dominant de P est inversible alors :

d°Q +d°P = d°(QP) < (n+ 1)d°P = nd°P + d°P = d°Q < nd°P.

D’aprés I'hypothése de récurrence, Q admet un et un seul développement

n-1
suivant les puissances de P de la forme Q = ZQkPk.
k=0
n-1 n-1 n
Alors : A = Ag+ QP = Ag + (Z QiP‘>P = Ag+ D _QiP™ = Ao+ > QP
i=0 i=0 k=1
Pour tout entierk = 1,....... ,Nn, posons Ax = Qk1. On a alors :
n
A =" APX
k=0
vk =0,....... n:dP°Ag < d°P

Donc A = ZAkPk est un développement de A suivant les puissances de P
k=0
Dou l'existance.
e Unicité :
n
Soit A = Z MP¥ un développement quelconque de A suivant les puissances de P.
k=0

n n n

A=Y MP' = A=Mo+ ) MP =M+ (Z MiP”)P et d°M, < d°P.

i—0 i=1 i=1
n-1

On aalors : A = Mg + (Z Mk+1P">B et d°Mo < d°P.

k=0
n-1

Donc Z M. 1P¥ est le quotient de la division euclidienne de A par P et My est le
k=0

reste de la division euclidienne de A par P.
n-1

Par suite : D M.aP¥ = Q et Mo = Ao .
k=0
Pour tout entierk = 0,....... ,n—1, posons Ny = My;1. On a alors :

n-1 n-1
Q=D MuiP* = 3 NP
k=0 k=0

vk=0,....... n—1:d°Ny = d°My,1 < d°P

D’aprés I'hypothése de récurrenceona: vk = 0,....... ,n—1: Ny = Q.
Alors : vk =1,....... N My = Nier = Qs = Ak

Ce qui montre que : Vk = 0,....... N Mg = Ny = Qs = Ax.

D’ou I'nicité du développement de A suivant les puissances de P.
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Corollaire 3-2-5:
Soient A un polyndme a coefficients dans K et a un élément de K.

Pour tout entier naturel n > d°A, le polyndme A admet un et un seul
n

développement suivant les puissances de X — a de la forme A = Z ar(X — ).
k=0

Démonstration :

Soit n un entier naturel tel que n > d°A.

d%A<n=dA<n+1=(n+1)dX-a).

Ce qui montre (d’apres le théoreme précédent) que le polynéme A admet un et un
n

seul développement suivant les puissances de X — « de la forme A = Z ak(X — a)~.
k=0

Corollaire 3-2-6 :

Pour tout polyndme A a coefficients dans K et pour tout polynéme non constant P a
coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de coefficient dominant inversible, le
polynbme A admet un développement suivant les puissances de P.

Démonstration :

Soient A un polyndme a coefficients dans K et P un polynbme non constant a
coefficients dans K de coefficient dominant inversible.

Puisque d°P > 1 alors il existe alors entier naturel n tel que d°A < (n+ 1)d°P
Donc (d’aprés le théoréme précédent), A admet un développement suivant les
puissances de P.

Exmple 3-2-7 :
Dans Z, soient A = X7 —5X5 + 15X5 — 26X* + 33X3 —20X2 +6X +7 et P = X2 - 2X + 3.

A = X7 —5X5 + 15X5 — 26X* +33X3 —20X2 + 6X+7 | p — x2_ox 43
—X7+2X° = 3X® X5 _3X7+ 6X° —5X2+ 65X+ 5
—3X8 +12X5 - 26X* +33X3 —20X2 +6X + 7
3X6 — 6X5 + 9X*
BX5 — 17X% + 33X3 — 20X2 + 6X + 7
_6X5 + 12X4 — 18X°
_5X4 4+ 15X% — 20X + 6X + 7
EX4 — 10X3 + 15X2

5X3 —5X2+6X+7

_ 5X3 4 10X2 — 15X

5X2 —9X +7
—5X2 + 10X — 15
X-8
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X% —3X* +6X3 -5X?2 +5X+5 P=X2-2X+3
—X5 4+ 2X4 - 3X3 X3 _ X2+ X
—X*+3X3 -5X?+5X+5
X4 —2X3 4 3X?
X3 —2X2 +5X+5
— X3 4+ 2X? - 3X
2X+5
X3 -X2+X P=X2-2X+3
X3 +2X2 - 3X X+3
3X?% - 2X
—3X2+6X -9
4X -9

Donc:A=X-8+2X+5P+ (4X-9)P%2+ (X +3)P3

= X =8+ (2X+5)(X2 = 2X +3) + (4X — 9)(X2 = 2X + 3)% + (X + 3)(X2 — 2X + 3)°
est le développement du polyndme A = X7 — 5X6 + 15X5 — 26X* + 33X3 — 20X? + 6X + 7
suivant les puissances de P = X2 — 2X + 3.

Corollaire 3-2-8 :
Soient P un polyndme non constant a coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de

coefficient dominant inversible et Ao, ..... ,An,Bo,..... ,Bn des polyndmes a coefficients
dans K tels que : Vk = 0, ....... ,n 1 [d°Ay < d°P et d°By < d°P].
n n
Si z:AkPk = ZBkPk alors: vk =0,....... ,n T Ag = By
k=0 k=0

Démonstration :

n n n n
Supposons que ZAkPk = Z B«PX et posons A = ZAkPk = Z BkPk.

k=0 k=0 k=0 k=0
Commeona:Vvk=0,....... ,n 1 [d°Ay < d°P et d°By < d°P ].alors :
n n
A= ZAkPk et A = Z B«P* sont des développement de A suivant les puissances
k=0 k=0
de P. Donc (d’aprés la proposition 3-2-3) on a : d°A < (n + 1)d°P.
Ce qui montre (d’apres le théoreme 3-2-4) que : Vk = 0,....... N Ag = Bk

Corollaire 3-2-9 :

Soient ¢, ao, ... .. ,an,bo,..... b, des éléments de K.
n n
Si ) aX-a) =D b(X-a) alors: vk =0,....... N ay = by.
k=0 k=0
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Démonstration :

n n
Supposons que Y ak(X —a)* = Y bi(X—a)* et posons :

k=0 k=0
n n
A= aX-a)* =D (X -a)~.
k=0 k=0
Ona:vk=0,....... ni[dx<0<1=d'X—-a) et dby<0<1=d"X-a)].
Donc (d’aprés le corollaire 3-2-8) ona : Vk = 0,....... N 1 ag = by.

Corollaire 3-2-10:
Soient P un polyndme non constant a coefficients dans K (c’est a dire d°P > 1) de
coefficient dominant inversible et Ao, ..... ,An des polyndmes a coefficients dans K
telsque : vk =0,....... .n :d°Ay < dOP.

n

Si ) APk =0alors:Ag =....= A, = 0.
k=0

Démonstration :

Supposons que ZAkP" = 0.Alorsona: ZAkPk Z 0Pk,

k=0 k=0
Donc (d’aprés le corollaire 3-2-9)ona : Vk =0,....... ,n : Ag = 0.
Par suiteona:Ag =..... = A, =0.

Corollaire 3-2-11:

Soient ¢, ao, ... .. ,an des éléments de K.
n
Si ) a(X-a)=0alors:ag =....= a, = 0.
k=0

Démonstration :

n
Supposons que »_ ax(X - a)* = 0.
k=0
Ona:Vvk=0,....... n:dlag <0< 1=d"X-a).
Donc (d’aprés le corollaire 3-2-10)ona:ap =.....= a, = 0.

Corollaire 3-2-12:

Soient A un polyndme a coefficients dans K et a un élément de K.

Si K est un corps commutatif de caractéristique 0 alors le développement de A suivant
les puissances de X — a est égale a la formule de Taylor appliquée au polynéme A

et a, c’'est a dire, si n est un entier naturel et si d°’A < n alors :

A= ZAk(a)(x_a)k

(ﬂ)
= Ala) +A'(@)(X —a) + X=a)2 4. ()(x a)"

est le développement de A suwant les puissances de X a.

A (a)
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3-3-Procédé de Hbrner :

n
Soient A = D aX¥ = ag+arX+....... +anX" € K[X]oun>2,aekK,
k=0
M le quotient de la division eucldienneA par X —a et R le reste de la division
eucldienne A par X — a.

A=(X-a)Q+R
Alors : 0 0 . Donc:d°R<0=ReK.
d°R<d’X-a)=1

A=(X-a)Q+R= (X-a)Q=A-R = d°[(X-a)Q] = d°(A—R) < max(d°A,d°R)
= d %X -a)+d°Q < max(d®°A,0) <n = 1+d°Q <n

= d’Q<n-1
n-1
= 3bo,by,...... Dn1 e K tg: Q= bk
k=0
n n-1
Parsuiteona: » aX=A=(X-a)Q+R=(X-a) biXi | +R
k=0 i=0
n-1 n-1
- X biX' | =a| D biX | +R
i=0 i=0
n-1 n-1
= b;Xi+l abiX' + R.
i=0 i=0
vi=0,1,..... n—l posons i+1—ka|ors I =k-—1.
On a donc : Zakxk Z b XK — Z ab Xk + R
k=0
n— 1 n-1
= bnaX "+ D biaXk =) TabXk —abp +R
k=1 k=1
n-1
= bnaX "+ D (b1 — abi)XK —abo +R.
k=1
an = bna
On a alors : vk =1,2,..... n—1:ax= by —aby -
apg = —abo +R
Par suite on a:
bn—l = dn
bn1 = an bno = an-1 + abnt
vk =1,2,..... n—1:b =ax+aby Cestadire< .................
R=ao+abo bo=a1+ab1
L R = do + Otbo
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Pratiquement pour détérminer les nombres bg,bq,....... ,bn-1 et R on peut utiliser
le tableau suivant appelé le procédé de Horner :

dn dn-1 e di do
a abnr abi abg
bnfl = a.n bnfz = anfl + abnfl ............ bO = a.]_ + ab]_ R = aO + Otbo
Exmple :

Dans Z, soit A = 2X® — 7X* + 5X2 + 13X + 6.

* Pour effectuer la division euclidienne de A par X — 3 on peut utiliser le procédé de

2 —-70 5 13 |6
Hérner suivant : 3 6 -3 -9 -12 3 on obtient le résultat suivant :
2 -1-3-41 |9
Q = 2X* — X3 - 3X? — 4X + 1 est le quotient de la division euclidienne de A par X — 3
R = A(3) = 9 est le reste de la division euclidienne de A par X — 3.

* Pour développer le polyndme A suivant les puissances de X — a on peut utiliser le
procédé de Hérner suivant :

2 70 5 |13 6
3 |6 -3 -9 -12/3
2-1-3-4 1 9
3 |6 |15 36 |96
25 12 32 97
3 |6 |33 135
2 11 45167
3 |6 |51
217 96
3 |6
2 23
3
2

Donc : A = 9+ 97(X — 3) + 167(X — 3)% + 96(X — 3)3 + 23(X — 3)* + 2(X — 3)®
est le développement de A = 2X° — 7X* + 5X? + 13X + 6 suivant les puissances
de X - 3.
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3-4-Divisibilite :

Définition 3-4-1 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

On dit que A divise B ou A est un diviseur de B ou B est un multiple de A et on note A|B
s’il existe un polynédme Q € K[X] tel que B = AQ. C’est a dire :

AB < 3Q € K[X] tq : B = AQ

Dans le cas contraire. C'est a dire si A ne divise pasBonnote A / B.

Propriétés 3-4-2 :
1) SiK = Calors : VA,B € K[X] : AB = AB.
2) VA,B € K[X] : AB < B -K[X] < A-K[X].
3) VA € K[X] : AJA.
AB
4) VA,B € K[X] : | = A|C.
BIC
5) Soient A, B, D et M des polynémes a coefficients dans K.
a) Pour que D soit un diviseur commun de A et B il faut et il suffit que
A - K[X]+B «K[X] < D - K[X].
et A A DIA
C’est a dire : DIB <= AK[X]+B «K[X] = D -K[X].
b) Pour que M soit un multiple commun de A et B il faut et il suffit que
M- K[X] < A-K[X]NB -K[X].

’ )Y H A|M
C'est a dire : B = M -K[X] < A-K[X]+B - K[X].

c) Si D est un diviseur commun de A et B alors D est un diviseur commun de A + B
et A-B.

DIA D|(A+B
C’est a dire : | = ( ) )
DB D|(A-B)
d) Si K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2 alors :
D est un diviseur commun de A et B si seulement si D est un diviseur commun

de A+BetA-B.
C’est a dire, si la caractéristique de K est différente de 2 alors :

DIA D|(A +B)
= .
DB D|(A-B)
6) Soient A € K[X], B € K[X]* de coefficient dominant inversible et si R est le reste de

la division euclidienne de A par B.
Les diviseurs communs de A et B sont les diviseurs communs de B et R.

DIA D|B
C'estadire : VD € K[X] : | = |
D|B DR
7) VA € K[X] : A]0
C’est a dire que tous les polyndmes a coefficients dans K sont des didviseures

de 0.
Ou encore 0 est un multuple commun a tous les polyndmes a coefficients dans K.
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8) VA € K[X] : 0]JA <= A = 0. C’est a dire 0 est le seul multuple de 0.
9) VA € K[X] et Va € U(K) : a]|A
C’est a dire les constantes inversibles de K sont des diviseurs communs a tous les
polyndmes a coefficients dans K. ou encore les polyndmes a coefficients dans K
sont des multuples communs a toutes les constantes inversibles de K.
10) Si K est un corps commutatif alors : Va € K* : oA
C’est a dire si K est un corps commutatif alors les constantes non nulles de K sont
des diviseurs communs a tous les polyndmes a coefficients dans K .
Ou encore si K est un corps commutatif alors tous les polynémes a coefficients
dans K sont des multuples communs a toutes les constantes non nulles de K
11) Si a est une constante inversible alors : VA € K[X] : Ajla < A € U(K[X]).
C’est a dire si K est intégre alors les seules diviseurs d’'une constante inversibles
de K sont les polynédmes inversibles de K[X].
12) Si K est un corps commutatif et si ¢ est une constante non nulle de K alors :
Ala < A est une constante non nulle de K .
C’est a dire si K est un corps commutatif alors les seules diviseurs d’'une constante
non de K sont les constantes non nulles de K.

AB
B+0

14) Soient A et B deux un polyndmes a coefficients dans K.
a ) Si A = 0 et si le coefficient dominant de B est inversible alors A est un diviseur
de B si seulement si le reste de la division euclidienne de B par A est nul.
b ) Si A est unitaire alors A est un diviseur de B si seulement si le reste de la
division euclidienne de B par A est nul.
¢ ) Si K est un corps commutatif et si A + 0 alors, A est un diviseur de B si et
seulement si le reste de la division euclidienne de B par A est nul.
15) VA e K[X] et Va e K: (X-a)|A = A(a) =0
Cestadire: VA € K[X] et Va € K :
X —a est un diviseur de A si seulement si o est une racine de A.
16) On suppose que K est intégre et que A est un polynéme a coefficients dans K.
a)Siag,...... ,an sont des racines distinctes de A alors :

13) Si K est integre alors : VA,B € K[X] : { = d °A < d °B.

n
[ [X=a) = (X=a1)(X-az)......(X — an) est un diviseur de A.
k=1
b ) Le nombre des racines d’un polyndme non nul A € K[X]* est fini et si r est le
nombre des racines de A alors r < d °(A).
c ) Si A est un polynédme a coefficients dans K qui admet une infinité de racines
dans K, alors A est nul.

Démonstration :
1) Supposons K = C et soient A,B € C[X] tq : AB.
AB = 3Q € C[X] tq: B = AQ. Alors : B = AQ = AQ = AB.
2) Soient A et B deux polyndmes quelconques a coefficients dans K.
=) Si AB :
Alors il existe un polyndme Q € K[X] tel que B = AQ.
VM e B-K[X]:3N e K[X] tg: M =BN = AQN € A - K[X].
B - K[X] < A -K[X].
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<)SiB-K[X] c A-K[X]:
BeB-KX]cA-K[X]=[3Q eK[X] tq:B=AQ] = AB.
Donc : AB < B - K[X] < A - K[X].
3) VA € K[X] : A-K[X] < A-K[X] = AA.
4) VA,B € K[X] :
AB B« K[X] < A-K[X
B X AKX 6 kix) < B-KX] = ALC.
BIC C -K[X] < B - K[X]
5) Soient A, B et D des polyndmes a coefficients dans K.

{:MA _{A-Kw]cD-Kw]
a) N = A-K[X]+B-K[X] D -K[X].
DB B K[X] < D - K[X]

b){A|M @{M-K[XJcA-K[XJ = M-KX] © A-K[X] N B+ K[X].
B|M A -K[X] € B -K[X]

¢) Supposons que D soit un diviseur commun de A et B.
Il existe alors deux polynémes Q et R a coefficients dans K tels que :

A =DQ
B=DR

A+B=DQ+DR =D(Q+R)
A-B=DQ-DR=D@Q-R)
Ce qui monte que D est un diviseur commun de A+ B et A - B.
d) Supposons que K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2.
=) Si D est un diviseur commun de A et B :
Alors (d’apres b)) D est un diviseur commun de A+ B et A - B.
<) Si D est un diviseur communde A+Bet A-B:
Alors il existe deux polynémes Q et R a coefficients dans K tels que

A+B = DQ
A-B=DR

Par suite on a : {

Par suite on a : {

2A = DQ + DR = D(Q +R)

2B = DQ-DR = D(Q-R)

Puisque K est un corps de K est différente de 2 alors :
A=%D@+R)

1 '
B=2DQ-R)

Donc D est un diviseure commun de A et B.
Ce qui montre que D est un diviseur commun de A et B si seulement si D est un
diviseur commun de A+ B et A - B.
6) Soit Q le quotient de la division euclidienne de A par B. On adonc: A = BQ +R.
Soit D un polyndme quelconque a coefficients dans K.
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=) Si D est un diviseure commun de A et B :

A =A¢D

B=BoD
Par suite ona: AoD = BoDQ +R = R = AjD - BoDQ = (Ao — BoQ)D = D|R.
Donc D est un diviseure commun de B et R.

<) Si D est un diviseure commun deBetR:

Alors il existe deux polynémes Ap et By tels que {

B = BoD
R=RoD

Par suite ona: A = BoDQ + RoD = (BoQ + Ro)D = D|A.
Donc D est un diviseure commun de A et B.
Ce qui montre que les diviseures communs de A et B sont les diviseures communs
de BetR.
7) VA € K[X] : 0-K[X] = {0} < A-K[X] = A|0.
8) VA e K[X]: 0A & A-K[X] < 0:K[X] ={0} & A-K[X]=40} & A=0.
9) VA € K[X] et Va € U(K) : A-K[X] c K[X] = a-K[X] = «A.
10) Si K est un corps commutatif alors : Va € K* : a € U(K) = «alA.
11) On suppose que a est une constante inversible.
Puique a € U(K) alors a - K[X] = K[X].
Soit A un polynédme quelconque a coefficients dans K.
=) Si A est un diviseure de a:
Alors : K[X] =a-K[X] c A-K[X] = A-K[X] = K[X] = 1 € A-K[X]
Donc il existe B € K[X] tel que AB = 1 Ce qui prouve que A € U(K).
<) Si A e UK[X]):
Alors : A - K[X] = K[X] = a - K[X] c K[X] = A-K[X] = Ale.
Donc : Ala <= A € U(K[X]).
12) On suppose que K est un corps commutatif et que o est une constante non nulle
de K.
VA € K[X] : Ala = A € U(K[X]) = U(K) = K*.

13) On suppose que K est intégre.

Soient A et B deux un polynéme a coefficients dans K tels que B soit non nul et A
soit un diviseure B.

Alors il existe un polynédme Q a coefficients dans K tels B = AQ.
Bx0=AQ=+0=[A=0 et Q=0]= d°Ad’B,d°Q e N.

Par suite ona: d °A < d °A+d°Q = d °(AQ) = dB.

14) a ) On suppose que A = 0 et que le coefficient dominant de B soit inversible.
Soient Q le quotient de la division euclidienne de B par A et R le reste de la
division euclidienne de B par A.
=) Si A est un diviseure de B :

Alors il existe un polynédme D a coefficients dans K tels B = AD.

B=AD+0

d° = -0 < d°B

Donc 0 est le reste de la division euclidienne de B par A.
Ce qui prouve que R = 0.

Alors il existe deux polynémes By et Rg tels que {

Par suite on a: {
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<)SiR=0:
Alors :B=AD+R =AD+0 = AD = AB.
Ce qui montre que A est un diviseur de B si seulement si le reste de la division
euclidienne de B par A est nul.
b ) et c) sont des cas partculiers de a).
15) VA € K[X] et Va € K : A(a). est le reste de la division euclidienne de A par X — a.
Donc (X - a)|A < A(a) = 0.
16) a ) On montre par récurrence sur n € N* que si ay,...... ,an sont des racines

n
distinctes de A alors :H(X —ak) est un diviseur de A.
k=1

-Pourn=1:
1

Si a; ese une racine de A alors H(X —akx) = X— a1 est un diviseur de A.

k=1
-Pourn-1:
Supposons que si
- Pour n:
Montrons qu’alors, si ay,...... ,an sont des racines distinctes de A alors

n
[ JX = aw) est un diviseur de A.

k=1
Puisque a1, ...... ,an-1 sont des racines distinctes de A alors (d’aprées I'hypotése
de récurrence) il existe il existe un polyndme Q a coefficients dans K tel
n-1
A=]]X-aQ.
k=1

Comme a, est une racine de A alors A(an) = 0.

n-1 n-1
On adonc: |:H(Xak)Q:|((Xn) =0= [H(an ak)]Q(an) = 0.

k=1 k=1
n-1
Puisque A est intégre et puisque l_I(an —ak) # 0 alors Q(an) = 0.
k=1

Par suite il existe un polynéme S a coefficients dans K tel Q = (X — an)S.

n-1 n-1 n
Abm:AIIM—aUQ[IIM—a@]M—a@SIIM—aUS

k=1 k=1 k=1

n
Ce qui montre que H(X —ag) est un diviseur de A.

k=1
b ) Soit A un polyndme non nul a coefficients dans K et posons d °(A).
A+0=neN.
Supposons que A admet au moins n + 1 racines asy,...... o1 € K.

n+1

Alors (d’apres a)) H(X — ax) est un diviseur de A.

k=1
n+1
D’apreés la propriété 13)ona:d °<H(X - ak)> <d?%A)=n.
k=1
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n+1

Parsuiteona:n+1 = d°<H(X - ak)> < n. Ce qui est absurde.
k=1
Donc le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A
alorsr <d%A) =n.
¢ ) Soit A un polynéme a coefficients dans K qui admet une infinité de racines
dans K.
D’aprés la contraposé de lapropriété b) lepolynédme A est nul.

3-5-Polynémes associeés :

Définition 3-5-1:
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K .
On dit que A est associé a B ou A et B sont associés et on note A ~ B si A divise B et si

AB

B divise A. Cestadire: A ~B < )
BIA

Propriétés 3-5-2 :
Soient A, B et C des polyndmes a coefficients dans K .
1)SiK =Calors:A~B = A ~B.
2)A ~B < A-K[X] =B -K[X].
3)A ~ A
4)A~B <= B~A.

A~B
5) = A ~C.
B~C

6)A~0<= A=0.
C’est a dire 0 est le seul polyndme a coefficients dans K associé a 0.
7) Si K estintegre alors : A ~ B < da € U(K) tq : B = ¢A.
8) Si K est un corps commutatif alors : A ~ B < Ja € K* tq : B = aA.
9) Si K est intégre et si A et B sont unitaires alors: A~ B = A = B.
10) Si K est integre et si A non nul de coefficient dominant ¢ € U(K) alors :
a'A est le seul polyndme unitaire associé a A.
11) Si K est intégre et si A est non nul de coefficient dominant inversible alors A est
associé a un polynéme unitaire et un seul.
12) Si K est un corps commutatif et si A est non nul de coefficient dominant « alors,
a'A est le seul polyndme unitaire associé a A.
13) Si K est un corps commutatif et si A est non nul alors A est associé a un polynéme
unitaire et un seul.
14) Si K est integre et si a € U(K) alors A est associé o si seulement si A € U(K).
C’est a dire si K est intégre et sia € U(K) alors : A ~ a <= A € U(K).
15) Si K est un corps commutatif et si a est un élément non nul de K alors A est
associé a a si seulement si A € K*.
C’est a dire si K est un corps commutatif et sia € K* alors: A ~ ¢ <= A € K*.
16) Si K estintéegre alors : A ~ 1 < A € U(K).
17) Si K est un corps commutatif alors : A ~ 1 < A € K*.
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18) Si K est intégre et si A est associé a B alors d °A = d °B.
19) Si K est un corps commutatif et si A est un diviseur de B alors :
A~B<=d°A=d°

Démonstration :

1) Supposons que K = C.

A~B= [AB et BA] = [AB et BA] = A~ B.
2)A~B < [A|B et B|A] = [A-K[X] c B-K[X] et B:-K[X] A-K[X]]
< A K[X] =B - K[X].

3)AK[X]=A-K[X]=A~A

4)A~B <= A-K[X]=B-K[X] & B-K[X]=A-K[X] < B~A.

5) Supposons que A est associé a B et que B est associé a B.

{A~B {A-K[X]B-K[X]
= — A-K[X] = C-K[X] = A~ C.
B~C B - K[X] = C - K[X]

6)A~0<= A-K[X]=0-K[X]=4{0} & A=0.
7) Supposons que K est intégre.
— ) Si A est associé aB:
-Si Aestnul:
Alors (d’apres 6)) B est nul. Il suffit de prendre a = 1
Donca =1 UK)etB=0=1x0=aA.
- Si Aestnon nul :

AlB B =PA
Alors : = JP,Q € K[X] tq: .
BIA A=0QB

Donc:A=QB =QPA = QP =1 = P € U(K[X]).
Puisque K est intégre, il existe a € Ktel que P = a € U(K).
Ce qui montre que a € U(K) et B = dA.

<) S’il existea € U(K) tet que : B = 0A:

B =aA A|B
Alors : * = | = A ~ B.
A=qalB BIA

8) Supposons que K est un corps commutatif.
Alors : U(K) = K*.
Donc:A ~B < Ja € UK) = K* tq: B = dA.
9) Supposons que K est integre et que A et B sont unitaires associés.
Alors : 3a € U(K) tq : B = aA.
Puisque A est unitaire alors a est le coefficient dominant de B.
Par suite @ = 1 (car B est unitaire).
Donc: A = B.
10) Supposons que K est integre et que A et non nul de coefficient dominant a € U(K).
x a~*A est de coefficient dominant a~la = 1.
Donc a~*A est un polynéme a coefficient dans K unitaire associé a A.
* Soit B un polynédme a coefficient dans K unitaire quelconque associé a A.
D’aprés 7) il existe un élément  de U(K) tel que B = BA.
Pa est le coefficient dominant de B. Alors : fa = 1 (car B est unitaire).
Donc : B = a1, et par suite B = a~*A.
Ce qui montre que a~*A est le seul polynéme unitaire associé a A.
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11) Supposons que K est integre et que A est non nul de coefficient dominant
inversible.
Soit a le coefficient dominant de A.
D’aprés 10) a*A est le seul polyndme unitaire associé a A.
12) Supposons que K est un corps commutatif et que A est non nul de coefficient
dominant a.
Puisque K est un corps commutatif alors ¢ € K* = U(K)
Donc (d’aprés 10)) oA est le seul polyndme unitaire associé a A.
13) Supposons que K est un corps commutatif et que A est non nul.
Puisque K est un corps commutatif alors le coefficient dominant de A est
inversible.
Ce qui montre (d’apres 11)) que A est associé a un polynéme unitaire et un seul.
14) Supposons que K est integre et que a € U(K)
= ) Si Aestassociéaa:
Alors (d’apres 7)) il existe une constante € U(K) telle que A = fa.
Donc A = Ba € U(K).
<=)SiAeUWK):
Alors : At € U(K) et a = (eA1)A.
Ce qui montre (d’aprés 7)) que A est associé a a.
15) Supposons que K est un corps commutatif et que a est un élément non nul de K.
Puisque K est un corps commutatif alors a € U(K)
D’aprés 14),onadonc: A ~ a < A € U(K) = K*.
16) Supposons que K est integre.
Puisque 1 € U(K) alors (d'apres 14)) A ~ 1 < A € U(K).
17) Supposons que K est un corps commutatif.
D’aprés 16),onadonc: A ~ 1 < A € U(K) = K*.
18) Supposons que K est integre et que A est associé a B.
-SiAestnul:
Alors B est aussi nul. Donc : d °A = d°0 = d °B.
- Si Aestnon nul :
Alors B est aussi non nul. On a donc :

0 0
AB ) TA<dB _ joa_ gop
BIA d°B < d°A

19) Supposons que K est un corps commutatif et que A est un diviseur de B.
= ) Si Aest associé aB:
Alors (d’apre 18)) d °A = d °B
=)Sid°A=d’B:
-Si Aestnul:
Alors :d°B=d°A=d % = - = B =0.
Donc:A=0~0=B.
-Si Aestnon nul :
AB = 3Q € K[X] tq : B = AQ.
d%A+d°Q =d°(AQ) =d B =d°A = d’°Q =0 = Q € K* = U(K).
Donc (d’apré 7)) A est associé a B.
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Thoréme 3-5-3:
Si K est un anneau commutatif unitaire intégre non nul, les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :
i) K est un corps commutatif.
ii) K[X] est un anneau euclidien.
i) K[X] est un anneau principal.

Démonstration :
i) = ii) Supposons que K est un corps commutatif.
Soit d I'application de K[X]* vers N définie par: d : K[X]* — N
A — d(A) = d°A.

A=BQ+R

VA € K[X] et VB e K[X]* : 3Q,R € K[X] tq:
X] X]* : 3Q []q{d°R<d°B

A=BQ+R
Alors :
{ R=0ou[R=0etdR)=dR<dB=d(B)]

Donc K[X] est un anneau euclidien.
Ce qui montre que la proposition i) = ii) est vraie.
i) = iii) Supposons que K[X] est un anneau euclidien.
Alors K[X] est un anneau principal.
Donc la proposition ii) = iii) est vraie.
iii) = i) Supposons que K[X] est un anneau principal.
Soit a un élément quelconque non nul K.
Puisque K[X] est un anneau principal alors l'idéal a - K[X] + X « K[X] est
principal.
Donc il existe un polynédme d € K[X] tel que : a - K[X] + X « K[X] = d « K[X].
a-K[X]ca-K[X]+X-K[X]=d-KX] =da=d’d) <d’a)=0=deK
[dla et a= 0] = d + 0. Donc:d e K*.
X «K[X] ca-+K[X]+X:K[X] =d:K[X] = dX =3P e K[X] tq : X = dP.
dP = X = d°P = 0+ d°P = d°(d) + d°P = d°(dP) = d°X = 1.
Alors : Ja,fp € K tq : P = aX + .
dP =X =d(@X+pB)=X=daX+df=X=da =1 = d e UK)
= d « K[X] = K[X].
Par suiteona:a-K[X]+X-K[X] =d:K[X] =K[X] = 1ea-K[X]+X-K[X].
Donc il existe U,V € K[X] tels que : Ua+ VX = 1.
Ua+VX=1= (Ua+VX)(0) =10)=1= U0)a+V(0O)(0)=1=U0a=1
= a € U(K).
Ce qui montre que K est un corps commutatif.
Alors la proposition iii) = i) est vraie.
On a donc montrer que les trois propositions i), ii) et iii) sont équivalentes.
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3-6-Fonctions polynémiales :
Définition 3-6-1 :
Soient A un polyndme a coefficients dans K .
On appelle fonction polynémiale associé a A I'application de K vers K noté A appelée
"A tilda" définie par : A:K—K
X — AX) = A(X).

Définition 3-6-2 :
Soit u € KK une application de K vers K lui méme .

S'’il existe un polynéme A a coefficients dans K tel que u = A on dit que u est une
fonction polynémiale de K ou u est une fonction polynémiale.

Remarque 3-6-3 :

A+B:K+§
VA,B € K[X] : o .
AB = AB
En effet :

VA,B € K[X] et ¥xeK:
ATB(X) = (A+B)(X) = A(X) + B(X) = A(x) + B(x) = (X +§) x)

AB(x) = (AB)(X) = A)B(X) = A0)B(x) = (’A“%)(x)

A+B=A+B
On adonc: —— .
AB = AB

Propriétés 3-6-4 :
K étant un anneau commutatif unitaie integre non nul.
Soit ¢ I'application de K[X] vers L’'ensemble KK des applications de K vers K lui méme
définie par: ¢ : K[X] — KK
A — o(A) = A
Pour tout entier naturel n, la réstriction de ¢ a K,[X] est notée ¢,. C’est a dire, pour tout
entier naturel n, 'application ¢, est dédinie par :
¢n : Kn[X] — KK
A= on(A) = o(A) = A
1) ¢ est un homomorphisme d’anneaux unitaires de K[X] vers I'anneau KX des
applications de K vers K lui méme.
2)kerp = {AeK[X] tg:VxeK:AX) =0}.
3) Pour que ¢ soit injectif il faut et il suffit que K soit infini.
4) Si K est infini alors I'application suivante : u: K — K
X—u(x)=0 six+0
0O—u@0)=1 six=0
de K vers K n’est pas une fonction polynédmiale dans K.
5) Si K est infini alors 'homomorphisme ¢ n’est pas surjectif.
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6) Si K est infini alors K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de KX.
7) Pour tout entier naturel n, I'application ¢, est un homomorphisme du groupe additif
(Kn[X],+) vers le groupe additif (KX,+).
8) Si K est infini alors, pour tout entier naturel n, ¢, est injectif.
9) Si K est fini alors, pour tout entier naturel n, ¢, est injectif si seulement si n < |K].
C’est a dire si K est fini alors, pour tout entier naturel n, ¢, est injectif < n < |K].
10) Si K est fini et si |[K| = n+ 1 alors ¢, est un isomomorphisme du groupe additif
(Kn[X],+) vers le groupe additif (KK, +).
11) Si K est fini alors ’'homomorphisme ¢ est surjectif.
12) SiK estfinialors : [ [ (X-a) € kerp — {0}.
aeK
13) Si K est fini alors ’'homomorphisme ¢ n’est pas injectif.

Démonstration :
o(A+B) =A+B =A+B = ¢(A) + ¢(B)
¢(AB) = AB = AB = p(A)p(B)

Donc ¢ est un homomorphisme d’anneaux de K[X] vers K
*xVx e K:o)(Xx) =1(x)=1(x) = 1.

Donc ¢(1) est égal a la costante 1 de K.

Ce qui montre que ¢ est un homomorphisme d’anneaux unitaires de K[X] vers KK,
Car l'unité KK est égal a la costante 1 de K.

2) VA e K[X] : A e kerp < A = o(A) est nul = [vX e K:AX) = A(X) = o]
Donc:kerg = {Ae K[X] tq:VxeK:A®x)=0}.
3) = ) Si @ est injectif :

Supposons que K est fini et posons A = [] (X —a). Le polynéme A est non nul.
aeK

[Vx eK:AX) = [[(x—a) = 0} = A € kerg. Donc ker ¢ est non nul.
aeK
Alors ¢ n’est pas injectif, ce qui est absurde. Ce qui prouve que K soit infini.

<) Si Kestinfini :
VA € kergp : Vx € K : A(x) = 0. Donc les éléments de K sont tous des racines
de A. Alors A admet une infinité de racines dans K et par suite A est nul.
Donc ker ¢ est nul. Ce qui montre que ¢ est injectif.
4) Supposons que K est infini.
Les racines de u dans K sont les éléments de K*.
Puisque K est infini alors K* est aussi infini et donc u admet une infinité de racines
dans K. Ce qui montre que u n’est pas une fonction polynémiale dans K.
5) Supposons que K est infini.
Alors (d’apres 4)) il existe un élément u € KK tel que u ne soit pas une fonction
polynémiale dans K.
Ondonc: VA € K[X] : ¢(A) # u.
Ce qui prouve que ¢ n’est pas surjectif.
6) Supposons que K est infini.
Alors ¢ est un isomomorphisme de K[X] vers ¢(K[X]) = KK (car ¢ n’est pas
surjectif).
Donc K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de KK,

1) » VA,B € K[X] :
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7) VAB € Kn[X] : @n(A+B) = ¢(A+B) = ¢(A) + ¢(B) = ¢n(A) + ¢n(B).
Donc ¢, est un homomorphisme du groupe additif (K,[X],+) vers le groupe additif
(KK, +).
8) Supposons que K est infini et soit n entier nature quelconque.
VA € ker ¢n @ (A) = pn(A) = 6 (ou 0 est 'application nulle de K vers K lui méme).
Donc A = 0.
Alors ker ¢, est nul. Ce qui montre que ¢, est injectif.
9) Supposons que K est fini et soit n entier nature quelconque. Posons |K| = m.
= ) Si @, est injectif :
Supposons que n > |[K| = m et soit A = H(X —a) .K[X].
aeK
d°A=|K|=m<n=AecKX]"etona:vxeK:AX) =[] (x—a)=0.
aeK
Alors pour tout élément x de K, ¢n(A)(X) = @(A)(X) = A(X) = 0.
Donc ¢, (A) est nul et par suite A € ker ¢,. Ce qui prouve que ¢ n’est pas
injectif Ce qui est absurde.
Par conséquent n < m = [K]|.
<=)Sin<K]:
Soit A un élément quelconque de ker ¢n.
Ona:Aeckerp, c Ky X] = d°A<n=<m.
vx € K:AX) = K(x) = p(A)(X) = pa(A)(X) = 0(x) = 0, ou 0 est I'application
nulle de K vers K lui méme.
Puisque d°A < m et puisque A admet m racines dans K distincts deux a deux
alors A est nul.
Donc ker ¢, est nul, ce qui montre que ¢, est injectif.
10) Supposons que K est d’ordre fini n + 1.
Puisque n < n+ 1 = [K| alors (d’aprés 9)) est injectif. Donc ¢, est un
isomomorphisme du groupe additif (Kn[X],+) vers le groupe additif (¢n(Kn[X]),+).
[Pn(Ka[X])| = [Ka[X]| = [K|™ = (n+ D)™ = K| = |KK|.
Par conséquent ¢, (K,[X]) = KK. Alors ¢, est surjectif.
Ce qui montre que ¢, est un isomomorphisme du groupe additif (K,[X],+) vers le
groupe additif (KK, +).
11) Supposons que K est fini et posons |K| -1 = n.
Alors ¢, est un isomomorphisme du groupe additif (K,[X],+) vers le groupe additif
(KK, +).
Donc KX = @n(Kn[X]) = ¢(Ka[X]) = o(K[X]) = o(K[X]) = KX,
Ce qui montre que 'homomorphisme ¢ est surjectif.
12) Supposons que K est fini.

d°<H(Xa)> = K| # —0 = [J(X-a) #0.

aekK aekK
Onaa: |:‘v’x eK: [H(Xa)](x) = [Jx-a = 0}
aeK aeK
Donc [ [(X-a) € kerp — {0}.
aeK

13) Supposons que K est fini.
Puisque (d’aprés 12) H(X —a) € kerp — {0} alors ¢ n’est pas injectif.
aeK
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Théoréme 3-6-5 :

Soit K est un anneau commutatif unitaie intégre non nul. Les propriétés suivantes sont

vérifiers :

1) Si K est infini alors K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de KX.

2) Si K est infini alors :
- VA € K[X] : A=0=A=0 (ou 6 est I'application nulle K vers K lui méme).
-VABeK[X]:A=B=A=B8B.

3) Si K est infini alors les applications de K vers K lui méme ne sont pas toutes des
fonctions polynémiales de K.

4) Si K est infini, tout polynédme A a coefficients dans K peut étre cofondu avec la
fonction polynémiale A

5) Si K est fini alors toutes les applications de K vers K sont des fonctions polynémiales
de K. Cestadire: vu e KK: 3JA e K[X] tq:u=A.

6) Si K est fini alors :
- VA € K[X] : A=0-A=0 (ou 6 est I'application nulle K vers K lui méme).
-VABeK[X]:A=B»A=8B.

Démonstration :
Soit ¢ 'hnomomorphime de (K[X],+,.) vers (KK,+,.) définipar: ¢ : K[X] — KX
A — o(A) = A.
1) Supposons que K est infini.
D’aprées la propriété 3-6-6-6) K[X] est isomomorphe a un sous anneau propre de KX.
2) Supposons que K est infini.
D’aprés la propriété 3-6-6-3) ¢ est injectif. Par suite on a:
“VAeK[X]:A=0= oA) =0 = A=0.
-VAB e K[X]:A=8 = ¢(A) = ¢p(B) = A =B.
3) Supposons que K est infini.
D’aprés la propriété 3-6-6-5) les applications de K vers K lui méme ne sont pas toutes
des fonctions polynémiales de K.
4) Supposons que K est infini.
Puisque d’apres la propriété 3-6-6-3) ¢ est un homomorphime injectif de (K[X],+,.)
vers (KX, +,.), on peut confondre chaque polyndme A a coefficients dans K avec la
fonction polynémiale A
5) Supposons que K est fini.
Puisque d’apres la propriété 3-6-6-11) ¢ est un homomorphime surjectif de (K[X],+,.)
vers (KK, +,.) alors : Vu e KK : 3A e K[X] tq:u=p(A) = A.
Donc toutes les applications de K vers K sont des fonctions polynédmiales de K.
6) Supposons que K est fini.
Puisque d’apres la propriété 3-6-6-13) ¢ n’est pas injectif alors :
-VAeK[X]:A=0= @A) =0 A=0.
-VAB e K[X]:A =8B = oA = ¢(B) » A = B.
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3-7-Division suivant les puissances croissantes :

Lemme 3-7-1:

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si le coefficient constant B(0) de B est inversible (c’est a dire si B(0) € U(K)) alors

il existe d’'une fagon unique un élément a de K et un polynéme R a coefficients dans K
tels que A = aB + XR.

Démonstration :
Suppososons que le coefficient constant de B est inversible.
- Existence :
Posons a = A(0)B(0)™ On alors :
(A —aB)(0) = A(0) — aB(0) = A(0) — A(0)B(0)™*B(0) = A(0) — A(0) = 0.
Alors : X|(A-aB) = 3R € K[X] tq : A—aB = XR.
Donc il existe un élément a de K et un polyndme R a coefficients dans K tels que
A = aB + XR.
- Unicité :
Soient § un élément de K et S un polynéme a coefficients dans K tels que A = B + XS.
Alors :aB+XR=A=BB+XS = aB- B =XS-XR = (a—B)B =X(S-R)
= [(a - p)B](0) = [X(S—-R)](0)
= (¢ —pB)B(O) =0(S-R)(0) =0
= (¢ —B)B(0)B(0)* =0BO0)*=0=a—-f=0
= o =p.
Parsuiteona:aB+XR=A=pBB+XS=0aB+XS = XR=XS=R =S.
Onadonc:a = petR =S. Dou l'unicité.

Théoreme et définition 3-7-2:

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si le coefficient constant de B est inversible (c’est a dire si B(0) € U(K))

alors pour tout entier naturel n € N il existe d’une fagon unique deux polynédmes

Q et R a coefficients dans K tels que :
A = BQ + X™R
d 0Q <n '

Le polyndme Q est appelé le quotient de la division suivant les puissances
croissantes de A par B a l'ordre n ou Q est le quotient de A par B a I'ordre n.

Le polyndme X™'R est appelé le reste de la division suivant les puissances
croissantes de A par B a I'ordre n ou le reste de A par B a l'ordre n.

La recherche des polynbmes Q et R est appelée la division suivant les puissances
croissantes de A par B a I'ordre n ou la division de A par B a l'ordre n.

Démonstration :
Suppososons que le coefficient constant de B est inversible.
Montrons par récurrece que pour tout entier naturel n il existe d’'une fagon unique deux

A = BQ + X™R

polyndmes Q et R a coefficients dans K tels que : 0
d Q<n
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-Pourn=0:
D’aprés le lemme 3-7-1, il existe d’une fagon unique un élément o de K et un polynéme
R a coefficients dans K tels que A = aB + XR.
- Existence :
A = aB+XR = BQ + X™R
Posons Q = a. On a alors : 0 0 )
d Q=d a<0=n

D’ou I'existence.
- Unicité :
: n . - A = BM + X"™1S
Soient M et S deux polynémes a coefficients dans K tels que : 40 .
M<n

d'M<n=0=38ecK tg:d°M=g.

A =BQ+X™R = aB+XR
On adonc: Q ¢ .
A = BM + X™1S = BB + XS

=a=f=M
D’apres le lemme 3-7-1 on a: Q=a=p .
R=S
D’ou l'unicité.
-Pourn-1:
Supposons qu’il existe d’une fagon unique deux polynémes Qq et Ao a coefficients dans
A = BQo + X"A
K tels que : 0 Q °.
d Qo<n-1
-Pourn:
Montrons qu’alors il existe d’'une fagon unique deux polynémes Q et R a coefficients
A =BQ + X"R
dans K tels que : 0 )
d Q<n

» Existence:
D’aprés I'hypothése de récurrece il existe d’'une fagon unique deux polynédmes Qg et

A = BQo + X"Ay

d°Q<n-1

D’aprés le lemme 3-7-1, il existe d’une fagon unique un élément a de K et un
polyndme R a coefficients dans K tels que Ao = aB + XR.

Alors : A = BQg + X"(aB + XR) = BQo + aBX" + X™!R = B(Qg + aX") + X"'R.
Posons Q = Qo + aX". Puisque d °Qo < n-1alors:d °Q = d °(Qo + aX") <n.

A = BQ + X™R
On adonc: )

A, a coefficients dans K tels que : {

d 0Q <n
D’ou I'existence.
e Unicité :
) . . . A = BM + X"™1S
Soient M et S deux polynémes a coefficients dans K tels que : { 4°M <n :

n
d°™M <n = 3Jaog,....,an1,0n € K tq: M= > axXk
k=0
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n n-1

n-1 M= > a Xk = D aiXk + anX" = Mg + apX"
Posons My = Y_ axX* alorson a: k=0 k=0 " "

k=0 d°Mp<n-1
Par suite on a: A = B(Mg + anX") + X™1S = BMg + a,BX" + X™1S

= BMo + X"(anB + XS) et d °My < n—1.

D’aprés I'hypothése de récurrence on a : My = Qg et anB + XS = Ay.
Ay = anB+ XS = [an =q et S= R].

M= Mg +anX" = +aX" =
Donc:{S Roan Qo+a Q.

D’ou l'unicité.

Corollaire 3-7-3 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si B(0) est non nul et si K est un corps commutatif alors pour tout entier naturel n le
quotient et le reste de la division suivant les puissances croissantes de A par B a
I'ordre n existent.

En effet :

Supposons que B(0) est non nul et que K est un corps commutatif.

Alors le coefficient constant B(0) de B est inversible, et par suite (d’aprés le théoréme et
définition 3-7-2) le quotient et le reste de la division suivant les puissances
croissantesde de A par B a I'ordre n existent.

Exmple 3-7-4 :
DansK =: R, Soient A=7X-18 , B=3X?-X+2 e n=3
A=-18+T7X B=2-X+3X?
18 — 9X + 27X? Q=-9-X+13X%+8X3
—2X + 27X?
2X — X2 + 3X8
26X? + 3X3
—26X? + 13X3 — 39%*
16X°3 — 39X*
—16X3 + 8X* — 24X5
—31X* - 24X5
= —X%(24X + 31)

Donc : 8X3 +13X? — X -9 est le quotient de la division suivant les puissances
croissantesde A par B a 'ordre 3.
—X4(24X +31) est le reste de la division suivant les puissances
croissantesde A par B a 'ordre 3.
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4-Arithmétique des polynémes :
Dans tout le paragraphe K étant un corps commutatif.

4-1-p.g.c.d de deux polynébmes :

Définition 4-1-1 :
Soient A, B et C des polyndmes a coefficients dans K.
On dit que D est un p.g.c.d de A et B si on a les deux propriétés suivantes :

DIA
D|B
ii) Tous les diviseurs communs de A et B sont des diviseurs de D .
AJA
A|B

i) D est un diviseur commun de A et B .C’est a dire :{

C’est a dire VA € K[X] : { = AID
Propriétés 4-1-2 :
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.
1) Pour qu’un polyndme D e K[X] soit un p.g.c.d de A et B il faut et il suffit que :
A+ K[X] +B +K[X] = D« K[X].
2) A et B possédent au moins un p.g.c.d.
3)SiDestunp.g.c.dde AetB alors les p.g.c.d de A et B sont les assiés de D.
C’est a dire si D est un p.g.c.d de A et B alors pour tout polyndme A € K[X],
[Aestunp.g.c.dde AetB] < A~D
4) SiD estunp.g.c.d de A et B alors il existe U,V € K[X] tels que : UA+ VB = D.
5)Sid°B > 1etsiDestunp.g.c.dde A et B alors il existe U,V e K[X] tels que :

UA+VB =D
d'U < d°B
Si de plus d°A > 1 on a aussi d°V < d°A.

6)SiK=CetsiDestunp.g.c.ddeAetBalorsD estunp.g.c.ddeA etB .
7) A estun p.g.c.d de A et B si seulement si AB.
8)Aestunp.g.c.dde AetO.
9)0estunp.g.c.dde A et B si seulement siA =B = 0.
10) 0 est le seul p.g.c.d de 0 et 0.
11) Va € K* : aestunp.g.c.dde Aeta.
12) Va € K* : 1l estunp.g.c.dde Aeta.
13) Si B + 0 et si R est le reste de la division euclidienne de A par B alors les p.g.c.d de
AetBsontles p.g.c.dde B etR.

Démonstration :
1) Soit D un polynéme a coefficients dans K.
= )SiDestunp.g.ccdde AetB:
* Puisque D est un p.g.c.d de A et B alors D est un diviseur commun de A et B,
donc (d’aprés la propriété 3-4-2-5)-a)) A - K[X] + B - K[X] < D - K[X].

ZENNAY| Mohammed 70 sur 115 Polyndmes



* Puisque K est un corps commutatif alors (d’aprés le théoréme 3-5-3), K[X]
est un anneau principale, et par suite A - K[X] + B « K[X] est un idéal principal
de K[X]. Donc il existe A € K[X] tel que : A « K[X] +B - K[X] = A - K[X].
Alors (d’apres la propriété 3-4-2-5)-a)), A est un diviseur commun de A et B.
Donc A est un diviseur de D (car D est un p.g.c.d de A et B).
Par conséquent : D - K[X] < A - K[X] = A - K[X] + B - K[X].
Ce qui montre que A - K[X]+ B - K[X] = D « K[X].
<)Siona:A-K[X]+B-K[X]=D-K[X]:
* Puisque A - K[X] + B « K[X] = D - K[X] < D - K[X], alors (d’aprés la propriété
3-4-2-5)-a)) D est un diviseur commun de A et B.
* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B.
D’alprés la propriété 3-4-2-5)-a), A - K[X] + B - K[X] < A - K[X].
Par suiteona: D «K[X] = A-K[X]+B :K[X] < A-K[X] = A|D.
Donc D estun p.g.c.d de A et B.
Ce qui montre que D est un p.g.c.d de A et B si seulement si
A - K[X]+B «K[X] = D - K[X].
2) Puisque A - K[X] + B « K[X] est un idéal principal de K[X] alors il existe un polynéme
D € K[X] tel que : A - K[X] + B « K[X] = D « K[X].
Donc D estun p.g.c.d de A et B.
3) Soit D est un p.g.c.d de A et B, et soit A un polyndbme quelconque a coefficients
dans K
Puisque D est un p.g.c.d de A et B alors (d’aprés 1)) on a:
A - K[X]+B «K[X] = D - K[X].
[A estunp.g.c.d de A et B] <= A-K[X]+B-K[X] =A-K[X] (daprés 1))
< A - K[X] =D - K[X]
< A ~D.
Donc les p.g.c.d de A et B sont les assiés de D.
4) Soit D est un p.g.c.d de A et B.
D’aprés 1)ona: A-K[X]+B-K[X] =D -K[X]. Alors D € A - K[X] + B - K[X].
Donc il existe U,V € K[X] tels que : UA+ VB = D.
5) Supposons que d°B > 1 et que D est un p.g.c.d de A et B.
Alors il existe M,N € K[X] tels que : MA + NB = D.
Soient Q le quotient de la division euclienne de M par B et U le reste de la division

M=QB+U

d°U < dB

Par suite ona: (U+QB)A+NB =D = UA+QBA+NB =D = UA+ (QA+N)B = D.
UA+VB =D

d°U < d°B

euclienne de M par B On a alors : {

En posant V = QA + N, on obtient donc : {

Dans ce cas supposons que d°A > 1.
Puisque D est un diviseur de A et puisque A est non nul alors :
d°D < d°A < d°A + 1 < d°A + d°B.
UA+VB=D = VB=D-UA
= d°V +d°B = d°(VB) = d°(D — UA) < max(d°D,d°(UA)).
d’°D < d°A +d°B
< ORT — max(d°D,d°(UA)) < d°A + d°B.
d°(UA) = d°U + d°A < d°A +d°B
Par suite on a : d°V + d°B < d°A + d°B = d°V < dPA.
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6) Supposons que K = C et soit D un p.g.c.d de A et B.
* Puisque D est un diviseur commun de A et B alors (d’apres la propriété 3-4-2-1))

D est aussi un diviseur commun de A etB.
* Soit A un diviseur commun quelconque de A etB.
Alors (d’apres la propriété 3-4-2-1)) A est un diviseur communde A = AetB = B.
Par suite A est un diviseur de D (car D estun p.g.c.d de A et B).
D’aprés la propriété 3-4-2-1)) on a donc A = A est un diviseur de D .
Ce qui montre que D estun p.g.c.d de A etB .
7) [A estun p.g.c.d de A et B] <= A-K[X]+B-K[X] =A-K[X] < B-K[X] c A-K[X]
<= A|B.
8) Puisque A est un diviseur de 0 alors (d’aprés 7)) A estun p.g.c.d de A et 0.
9)=)Si0estunp.g.c.ddeAetB:
Alors 0 est un diviseur commun de A et B. Donc A = B = 0.
<)SiA=B=0:
Ona: A-K[X]+B+K[X] =0-K[X]+0+K[X] =<0} +0-K[X]=0-K[X].
Donc 0 estun p.g.c.d de A et B.
Ce qui montre que 0 est un p.g.c.d de A et B si seulementsiA =B = 0.
10) D’aprés 9), 0 est un p.g.c.d de O et 0.
Puisque 0 est le seul associé 0 alors 0 est le seul p.g.c.d de 0 et 0.
11) Va € K* : a est un diviseur de A, donc d’aprés 7) a est un p.g.c.d de A et a.

t .g.c.dde Aeta (d'apres 7
12)VozeK*:{0£eS un p.g.c.d ce MRLg (TSP = lestunp.g.c.ddeAeta.

a est associé a 1
13) Supposons que B = 0 et que R est le reste de la division euclidienne de A par B et
D un polyndme quelconque a coefficients dans K.
= )SiDestunp.g.ccdde AetB:
* Puisque D est un diviseur commun de A et B alors (d’aprés la propriété
3-4-2-6)) D est aussi un diviseur commun de B et R.
* Soit A un diviseur commun quelconque de B et R.
D’aprés la propriété 3-4-2-6), A est aussi un diviseur commun de A et B.
Donc A un diviseur de D (car D est un p.g.c.d de A et B).
Ce qui prouve que D estun p.g.c.d de A etR.
= )SiDestunp.g.cddeBetR:
* Puisque D est un diviseur commun de B et R alors (d’apres la propriété
3-4-2-6)) D est aussi un diviseur commun de A et B.
* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B.
D’aprés la propriété 3-4-2-6), A est aussi un diviseur commun de B et R.
Donc A un diviseur de D (car D est un p.g.c.d de B et R).
Ce qui prouve que D est un p.g.c.d de A et B.
On a alors montrer que les p.g.c.d de Aet B sontles p.g.c.dde B etR.

Définition 4-1-3 :

Soient Ro,Ry,....... ,Rn des polyndmes a coefficients dans K.
On dit que (Ro,Ry,....... ,Rn) est une suite euclidienne si on a les 4 propriétés
suivantes :
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i)n>2

i) vk =0,1,....... ,Nn:Rx=0

i) Vk = 2,...... ,n : Ry est le reste de la division euclidienne de Ry, par Ry_1

iv) Rn|Rn-1 C'est a dire que le reste de la division euclidienne de Ry-; par R
est nul .

L’entier n est appelé la longueur de la suite (Ro,R1,....... ,Rn).

Définition 4-1-4 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K et (Ro,Ry,....... ,Rn) une

suite euclidienne . SiRg = A et si Ry = B on dit que (Ro,Ry,....... ,Rn) est une suite
euclidienne de (A,B).

Remarque 4-1-5:

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si (A, B) posséde une suite euclidienne alors: A = 0, d °B > 1 et B n’est pas un
diviseur de A.

En effet :

Supposons que (A,B) posséde une suite euclidienne (Ro,Ry,....... ,Rn).

*x A= Ro + 0.

* Puisque le reste R, de la division euclidienne de Ry = A par R; = B n’est pas nul alors
B n’est pas un diviseur de A.

Lemme 4-1-6:

Soient A et B deux polynémes non nul a coefficients dans K et R le reste de la
division euclidienne de A par B.

SiR + 0 et si R divise B alors (A, B,R) est une suite euclidienne de (A,B) et c’est
la seule suite euclidienne de (A,B).

Démonstration :

* Posons Rg = A, Ry =BetR, =R.On aalors:
Ro = A, Ry = B, Rz = R est le reste de la division euclidienne de R = AparR; =B
et R, = R est un diviseur de R;. C’est a dire :
Ro=A, Ry =B, Vi=2,...,2 : Rj est le reste de la division euclidienne de Ri_, par

Ri-1 et R2|R1.
Alors (A,B,R) = (Ro,R1,R2) est une suite euclidienne de (A,B).
* Soit (So,S1,....... ,Sn) une suite euclidienne quelconque de (A,B). On a:

So=A=RpetS; =B =Rj.
Puisque S; est le reste de la division euclidienne de Sp = Rg pa S; = R; alors S; = Ro.
Supposons que n > 3.

Sz = Rz =R e K*
o - = S3 =0.
S3 est le reste de la division euclidienne de S; par S,

Ce qui est absurde. Donc n = 2, par suiteon a:
(S0,S1,++--- .. ,Sn) = (S0,51,S3) = (Ro,R1,R2) D’ou l'unicité.
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Théoreme et définition 4-1-7 (Algorithme d’Euclide) :

Tout couple (A, B) de polyndmes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas
un diviseur de A, admet une suite euclidienne et une seule.

Pratiquement pour détérminer la suite euclidienne de A et B on effectue les divisions

suivantes :
Ro=A | Ri=B Ri=B | Ry Rn2 | Rna Rn-1 Rn
R> Qo R3 Q. Rn Qn 0 Qnt

Rn est le dérnier reste non nul.
La rechérche de la suite euclidienne de (A,B) est appelée I'Algorithme d’Euclide
appliquée (A,B).suite euclidienne et une seule.

Démonstration :

* Pour tout couple (A,B) de polynébmes non nul a coefficients dans K tel que B ne soit
pas un diviseur de A,ona:d°B > 1.

* Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul k, si (A,B) est un couple
de polynémes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas un diviseur de A et
tel que d °B = k alors (A, B) admet suite euclidienne et une seule.

-Pourk=1:
Soit (A,B) un couple de polynédmes non nul a coefficients dans K tel que B ne soit
pas un diviseur de A et tel que d °B = k = 1.
Soit R le reste de la division euclidienne de A par B.
d°R<dB=k=1=d°R<0=R e K= R e K*(car B ne divise pas A).
R € K* = R|B.
Donc (d’aprés le lemme 4-1-6) (A,B,R) est une suite euclidienne de (A,B) et c’est
la seule suite euclidienne de (A,B).
-Pourk-1:
Supposons que si (A,B) est un couple de polynémes non nuls a coefficients dans K
tel que B ne soit pas un diviseur de A et tel que d °B < k-1 alors (A, B) admet suite
euclidienne et une seule.
- Pour k:
Montrons qu’alors si (A,B) est un couple de polyndbmes non nuls a coefficients dans
K tel que B ne soit pas un diviseur de A et tel que d °B < k alors (A, B) admet suite
euclidienne et une seule.
Soit (A,B) un couple de polynédmes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit
pas un diviseur de A et tel que d °B = k.
Soit R le reste de la division euclidienne de A par B.
R n’est pas nul (car B n’est pas un diviseur de A) etd °R < k-1 (card °R < d °B).
e Si Restun diviseur de B :
Alors (d’apres le lemme 4-1-6) (A, B,R) est une suite euclidienne de (A,B) et c’est
la seule suite euclidienne de (A, B).
e Si R n’est pas un diviseur de B :
- Existence :
Puisque B et R sont non nuls, R n’est pas un diviseur de B et d °R < k — 1 alors,
d’apres I'hyposése de récurrence, (B,R) admet une suite euclidienne
(Po,P1,...,Pn) et une seule.
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Posons :Rp = AetVi=1,..... ,n+1:Rj=Pi1.0naalors:
Ro = A, R1 = Pg =B, R, =P; =R est reste de la division euclidienne de A = Ry
parB =Ry, Vi=3,..... ,n+1:Rj=Pj estlereste de la division euclidienne de
Pi.s = Ri-2 par Pi. = Ri_1 et Ry;1 = P, est un diviseur de P,.1 = R,.
Donc (Ro,R1,...,Rn,Rns1) est une suite euclidienne de (A,B).
D’ou I'existence.

- Unicité :
Soit (So,S1,..... ,Sm) une suite euclidienne quelconque de (A,B)
Puisque S; est le reste de la division euclidienne de Sp = A par S; = B alors S; =R
Aors S, = R ne divise pas Si, par suite m += 2 et donc m > 3.

vi=0,1,...... ,m—1 :posons Q; = Si;1. On a alors :
Qo=S1=B,Q1=S,=R, Vi=2,...... ,m—1:Q; = Sj; estlereste de la
division euclidienne de Qi > = Si-1 par Qi1 = Sj et Qm-1 = Sy divise Q2 = Sp1
Donc (Qo,Qs4,..... ,Qm-1) est une suite euclidienne de (B,R).

B et R ne sont pas nuls
Onavuque: R n’est pas un diviseur de B .
d°R < k-1 (car d°R < d°B)
Ce qui prouve, d’apres I'hypothése de récurrece que (B,R) admet une suite

euclidienne et une seule. Par suite on a : (Qo,Q1,..... ,Qm-1) = (Po,P1,...,Pn).
Alors:m—-1=n etVvVi=0,1,...... ,n:S;=Pi

m=n+1
Par conséquent on a : So =A=Rp

Vi=1,...... N Si=Qi1 =Pi1 =R

Donc : (So,Sl, ..... ,Sm) = (Ro,Rl,...,Rn+1).
D’ou l'unicité.

Théoreme et définition 4-1-8 (Algorithme d’Euclide) :

Soit (A,B) un couple de polynédmes non nuls a coefficients dans K.

Si B ne divise pas A et si (Ro,R1,....... ,Rn) est la suite euclidienne de (A,B) alors R, est
un p.g.c.d de A et B.

Démonstration :
Montrons par récurrence sur n > 2 que pour tout couple (A,B) de polyndmes non nuls a
coefficients dans K, si B ne divise pas A et si (Ro,Ry,....... ,Rn) est la suite euclidienne
de (A,B) de longueur n alors R, est un p.g.c.d de A et B.
-Pourn=2:
Soit (A,B) un couple de polyndmes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas
un diviseur A et tel que (Ro,R1,R2) soit la suite euclidienne de (A,B) de longueur 2.
R, estun p.g.c.d de R; et R, (car R, est un diviseur de R;).
Puisque R; est un p.g.c.d de R; et R, et puisque R; est le reste de la division
euclidienne de Rp = Apar R; = B alors R, estun p.g.c.dde Rp = AetR; = B.
Donc R, = Ry estun p.g.c.d de A et B.
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-Pourn-1:
Supposons que si (A,B) est un couple de polynémes non nuls a coefficients dans K
tel que B ne soit pas un diviseur A et que (Ro,Ry,....... ,Rn-1) est la suite euclidienne
de (A,B) de longueur n—1 alors R,_; est un p.g.c.d de A et B.

- Pourn:
Montrons qu’alors si (A,B) est un couple de polyndmes non nuls a coefficients dans K
tel que B ne soit pas un diviseur A et tel que (Ro,Ry,....... ,Rn) soit la suite euclidienne
de (A,B) de longueur n alors R, est un p.g.c.d de A et B.
Soit (A,B) un couple de polynédmes non nuls a coefficients dans K tel que B ne soit pas

un diviseur A et tel que (Ro,R1,....,Ry) soit la suite euclidienne de (A,B) de longueur n.
Posons:C =R, et Vi=0,1,...... ,Nn—=1:S; =Ri;1.Onaalors :

*SOZRl et 51=R2=C.

*Vi=2,...... ,n—1:S; = Rj;1 est le reste de la division euclidienne de

Si2 = Rj-1 par Si-1 = R;.
* Sp_1 = R, est un diviseur de S,» = Rp_1.

Par suite (So, S1,....... ,Sn-1) est la suite euclidienne de (B,C) de longueur n — 1.
Ce qui prouve, d’aprés I'hypotése de récurrence que Sp-1 = R, estun p.g.c.d
de B et C.

Puisque R, est un p.g.c.d de B et C.et puisque C = R, est le reste de la division
euclidienne de Ry = A par R; = B alors (d’aprés la propriété 3-4-2-6)) R, est un
p.g.c.d de A et B.

Exemple 4-1-8 :
Dans R[X], Soient A = 8X® + 4X* + 10X3 —5X2 + X —1 et B = 4X* + 4X3 +5X? - 2X -1

Ry =B = 4X4 +4X3 +5X2 —2X — 1
Qo =2X-1

Ro = A = 8X5 + 4X4 + 10X3 = 5X2 + X — 1
Ry = 4X3 +4X2 + X = 2

R; = B =4X*+4X3 +5X2-2X -1 Ry = 4X3 +4X?2 + X -2

Rs =4X2-1 | Qi = X
R, =4X3+4X2+X-2 | R3=4X2-1
Ry=2X-1 ] Qy=X+1
R;=4X2-1 | Rg=2X-1
0| Qs=2X+1

Donc (Ro,R1,R3,R4) est la suite euclidienne de A et B telle que :
[ Ro=A=8X5+4X4+10X3 —5X2 + X 1
Ry =B =4X*+4X3 +5X2-2X -1
< Ry=4X3+4X2+X-2
Rs =4X%2-1
L Ry =2X-1
Alors R4 = 2X -1 estun p.g.c.d de A et B.
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Théoreme et définition 4-1-9 (Algorithme d’Euclide):
Soient A et B deux polynémes non nuls a coefficients dans K.

Si B ne divise pasA, (Ro,R1,....... ,Rn) est la suite euclidienne de (A,B)
et si Qo,Q1,....... ,Qn-2 sont les quotients des divisions euclidiennes
réspectivement des polynédmes Ro,R1,....... ,Rn2 par R1,R2,....... yRn-1
alors il existe d’'une fagon unique des polynédmes :
U= UpUy,....... ,Un2,V =Vo,V1,....... ,Vn-2 qui vérifient les 4 propriétés suivantes :
|) Unfz = 1
||) Vn2 = —Qn2
i) vk = 0,1,...... N—2: URk + VkR:1 = Ry,
Uk =V
iv)Sin>3alors: vk =0,1,...... n-3: KT Tt
Vk = Uki1 — Vie1 Qx
d "Uy < d "Ry
On a aussi la propriété suivante : Vk = 0,1,...... ,n—2 0 “ 0 ot
d Vk < d Rk
UA+VB =R,
En particulier on a la propriété suivante : d°Uu<d°B
d% <d°A

La recherche des deux polyndmes U et V est appelée” la recherche des deux
polyndmes U,V € K[X] tels que : UA +V = R, en utilisant '’Algorithme d’Euclide" .
Pratiquement pour chercher les des deux polynébmes U et V :

On effectue les les divisions suivantes :

Ro=A | Ri=B Ri=B | R Rn2 | Rna Rn1 Rn
R, o . ' | o | o
(A =QoB+R; ([ A-QoB =R,
B =0Qi1R2+R3 B-Q:R2 =R3
Onadonc: < ......ocovvviiiiiiinnn, S <
Rn-s = Qn3Rn2 + Rn1 Rn-z — Qn3Rn2 = Rn1
Rn2 = Qn2Rn1 + Ry L Ri2 — Qn2Rn1 = Ry

Onpose U, =1letVys=-Qn2.0nadonc: U, 2Rn2+Vh2Rn1 =Ry
Puis on remplace dans cette équation le polyndme R,_1 par sa valeur R_3 — Qn-3Rn-2
On obtient : UnoRno +VioR1 = Ry & UpnoRp + anz(Rn73 - ananfz) = Ry
< Up2Rn2 + Vh2Rn3 = Vh2Qn3Rn2 = Rp
< Vn2Rn3 + Un2Rn2 — Vh2Qn3Rn2 = Rp
< Vn2Rn3 + (Un2 = Vh2Qn-3)Rn2 = Rn.
Onpose:Up3=VpoetVnys=Up2—V,20n3.
Sin=3alors: U = Ug=Viet V=Vgy= Ul—VlQo.
Sin > 4 on remplace dans I'équation U,_3Rn_3 + Vh-3Rn-2 = Rp le polynédme Ry
par sa valeur R4 — Qn4Rn-3 . On obtient :
UnsRn-3 + VihsRn2 = Ry <= UpsRns + Viea(Rna — QnaRins) = Ry
< Un3Rn3 + Vn3Rna — Vn3QnaRn3 = Rp
< Vn3Rna + Upn3Rn3 = Vin3QnaRn3 = Rp
< Vni3Rna + (Up3z = Vn3Qna)Rn3 = Ry
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Onpose:Ups =VpszetVps=Up3z—V,3Qna.
Et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on trouve les polyndbmes U = Ug et V = V.

Exemple 4-1-10:
Dans R[X] soient A = 8X5 + 4X* + 10X® —5X%2 + X —1 et B = 4X* +4X3 +5X? - 2X - 1.
Donc (Ro,R1,R3,R4) est la suite euclidienne de (A, B) telle que :

( Ro = A = 8X®+4X* +10X3 -5X2+X -1
R; =B =4X*+4X3+5X2-2X -1
< Ry =4X3+4X?+X-2
Rz =4X? -1
L Rs=2X-1
On a vu aussi d’aprés les divisions euclidiennes que :
Qo=2X-1,0Q:=X et Q2 =X+1.0naalors:

A= (2X—1)B+4X3+4X2+ X -2
B = X(4X3 +4X2 + X —2) +4X2 -1
AX3+4X2 +X -2 = (X+1)(@X2 - 1) +2X - 1

A—(2X—1)B = 4X3 + 4X2 + X - 2
& < B-X@X3+4X2+X-2) =4x2-1
AX3 +4X2+ X -2 - (X+1)(4X2 - 1) = 2X -1

On aalors:

AX3+4X2 + X =2 = (X+1)[B = X(4X3 +4X2+ X —-2)] = 2X -1

AX3 +4X2 + X =2 - (X+1)B+ (X2 + X)(@X3 +4X2 + X -2) = 2X -1
(X2 + X +1)(4X3 +4X2+ X -2) = (X+1)B = 2X -1

X2+ X+ 1D[A-(2X-1)B] - (X+1)B=2X-1

X2+ X+1)A-(2X3+X2+X-1)B =2X -1

X2+ X+1)A—(2X3+X2+2X)B =2X -1 =Ry

Alors: U =X2+X+1 et V=—-(2X3+X2+2X)

UA+VB =2X-1=Ry4
Onadonc: dU=2<4=-d°B
dV=3<5=-d°A

Proposition et définition 4-1-11 :
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K et D un p.g.c.d quelconque de A
et B.
-SiD+0 (cestadiresiA+00ouB=0):
Alors A et B possédent un p.g.c.d unitaire et un seul noté A A B appelé le p.g.c.d
de A et B.
Si o est le coefficient dominant de D alors : AAB = %D.
-SiD=0 (cestadiresiA=B=0):
Alors 0 est le seul p.g.c.d de 0 et 0 appelé le p.g.c.dde O et 0 eton note 0 A0 = 0.
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En effet :
-SiD+0 (cestadiresiA+00ouB=0):
Soit a le coefficient dominant de D.

Puisque %D est le seul polynéme unitaire de K[X] associé a D alors
p.g.c.d unitaire de A et B, et c’est le seul p.g.c.d unitaire de A et B.
-SiD=0 (cestadiresiA=B=0):
Puisque 0 est le seul polyndme de K[X] associé a lui méme alors 0 est le seul p.g.c.d
de O et 0.

1

ED est un

Exemple 4-1-12:

Dans R[X] soient A = 8X° +4X* + 10X® —5X?2 + X —1 et B = 4X* +4X3 +5X? - 2X - 1.
Onavuque2X—-1lestunp.g.c.d deAetB . Donc: AAB = %(ZX—l) = X—%.
Remarque 4-1-13:

Si A et B sont des polynédmes a coefficients complexes alors : A AB = AAB.

En effet :
*SIAAB=0:
Alors A =B = 0 et par suiteon a :
AAB =0A0 =0A0=0=0 =0A0 =AAB.
*SIAAB+0:
Alors

{ AABestunp.g.c.dde AetB - { AABestunp.g.c.ddeAetB

A A B est unitaire A A B est unitaire

zX/\§=A/\B.

Définition 4-1-14 :
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K .
Si AAB = 1ondit que "A est premier a B" ou "A et B sont premiers entre eux".

Remarque 4-1-15:
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :
i) A et B sont premiers entre eux.
i)l estunp.g.c.d de A.et B.
iii) il existe un élément non nul a de K tel que a soit un p.g.c.d de A.et B.
iv) les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non nules de K.

En effet :
= Si A et B sont premiers entre eux :
Alors AAB = 1 et par suite 1 est un p.g.c.d de A.et B. Donc "i) = ii)" est vraie.
*Silestunp.g.c.dde AetB
Il suffit de prendre o = 1. Alors o = 1 est un élément non nul de K et a est un
p.g.c.d de A.et B.
Donc "ii) = iii)" est vraie.
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* Supposons qu'’il existe un élément non nul a de K tel que a soit un p.g.c.d de
AetB:

Soit D un diviseur quelconque commun de A et B.

DIA D+0
| — DJa (car a est un p.g.c.d de A.et B) = = d°D = 0.
DB d°D <d% =0

Donc D est une constante non nule de K.

On a prouver que les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non nules
de K.
Ce qui montre que "iii) = iv)" est vraie.
* Supposons que les seuls diviseurs communs a A et B sont les constantes non
nules de K :
A A B est un diviseurs communs a A et B. Donc: AAB € K*.
Puisque A A B € K* et puisque A A B est unitaire alors AAB = 1.
Donc "iv) = i)" est vraie.
Ce qui montre que les propriétés i) , ii) , iii) et iv) sont équivalentes.

4-2-1dentité de Bezout et ses applications :

Théoreme 4-2-1 (Identité de Bezout) :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K .

Pour que A et B soient premiers entre eux il faut et il sffit qu’il existe deux polynémes
U et V a coefficients dans K tels que : UA+ VB = 1.

Cestadire:AAB=1< 3U,VeK[X] tq: UA+VB = 1.

En effet :
AAB=1< A-K[X]+B:K[X] =K[X] & 1 € [A-K[X]+B «K[X]]
< 3JU,V € K[X] tg: UA+VB = 1.

Corollaire 4-2-2 :
Sia,b e Ketsia+ balors X—aet X—b sont premiers entre eux .
Cestadire:VabeK:a+xb= X-a)AX-b) =1.

En effet :
VabeK tq:a+b: ona:
X-a)-(X-b)=X-a—-X+b=b-a.Parsuiteona:

1 _ 1 1 —
m[(X—a)—(X—b)] =1= m(x—a)—m(x—b) =1

1 _ 1 _b) =
:b_a(X a)+a_b(X b) = 1.

Donc X —a et X — b sont premiers entre eux. C'estadire: (X—a) A (X—b) = 1.
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Corollaire 4-2-3 :
Soient A, B et D des polynémes a coefficients dans K.
Pour que D soit un p.g.c.d de A.et B il faut et il suffit qu’il existe deux polynémes

A = AyD
A et Bp a coefficients dans K tels que : B = BoD
AgABg =1

Si en particulier D + 0 (c’est a dire si A + 0 ou B = 0) les deux polynémes Ay, Bo
existent d’'une fagon unique et dans ce cas A et By sont les quotients de la division
euclidienne des polynédmes A et B par D.

Démonstration :
= )SiDestunp.g.c.dde AetB:
-SiD=0:
Alors A = B = 0. Il suffit de prendre Ap =Bo =1etona:
A=0=1x0=A(D
B=0=1x0=B(D .
AcABo=1A1=1

-SiD+0:
D|A A = A¢D
= 3JA0,Bo € K[X] tq: .
D|B B = BoD

Puisque D est un p.g.c.d de A.et B alors il existe deux polyndmes U et V a
coefficients dans K tels que : UA+ VB = D.

Par suite on a : UA;D +VBoD = D = (UAp +VBo)D = D = UAp + VBy = 1.
D’apres l'identité de Bezout, Ay et By sont premiers entre eux.

A= AD
On adonc: B = ByD
AgABg =1

<) S’il existe deux polynébmes Ay et By a coefficients dans K premiers entre eux
telsque A=A(DetB=By:
* Puisque A = AoD et B = BoD alors D est un diviseur commun de A et B.
* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B.
Il existe alors deux polynédmes P et Q dans K[X] tels que : A = PA et B = QA.
AgcABg=1= 33U,V e K[X] tq : UAp + VBg = 1.
Onadonc: (UAy+VBy)D =D = UAD+VB,D =D = UA+VB =D
= UPA+VQA =D = (UP+VQ)A =D
= A|D.
Ce qui montre que D est un p.g.c.d de A.et B.
Dans ce cas :

{ A =A(D { Ay est le quotient de la division euclidienne A par D
-

B =BoD Bo est le quotient de la division euclidienne B par D '
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4-3-Identité de Gauss et ses applications :

Théoréme 4-3-1 (Identité de Gauss):
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.
Si A = 0 alors A et B sont premiers entre eux si seulement si on a propriété suivante :
VvC € K[X] : A|(BC) = AIC
C’estadire: VA,B € K[X] :si A+ 0 alors :
AAB =1« [VC € K[X] : A[(BC) = AIC].

Démonstration :

= ) Si A et B sont premiers entre eux :
Soit C un polynéme a coefficients dans K tel que A soit un diviseur de BC.
Il existe alors un polynéme Q a coefficients dans K tel que BC = AQ.
Puisque A et B sont premiers entre eux, il existe deux polynédmes U etV a
coefficients dans K tels que : UA+VB = 1.
Par suiteon a:
(UA+VB)C=C = UAC+VBC =C = UAC+VAQ =C = A(UC+VQ) =C.
Ce qui montre que A est un diviseur de C.

<)Siona:VC e K[X]: A(BC)= A|C:
Soit D un diviseur commun de A et B.
Il existe alors il existe alors deux polyndmes Ay et By a coefficients dans K tels que :

A= AD
o= Donc Ag est un diviseur de A.
B = BgD

BAO = BoDAo = BoA = A|Ao
Ce qui prouve que A et Ay sont associés et par suite il existe a € K* tel que A = aAy.
Par suite on a : aAg = AgD.

Ap ~ A
Ce qui montre que A et B sont premiers entre eux.

A=+0
{ = Ag = 0.Donc:D = a € K*.

Corollaire 4-3-2 :
Soient A, B et C des polynédmes a coefficients dans K.
Si A et B sont pemiers a C alors le produit A est premier a BC.

AANB=1
C’est a dire : A = AABC = 1.
AANC=1

Démonstration :

Supposons que A est pemiers a B et C.

-SiIA=0:
B~0AB=AAB=1
C~0AC=AAC=1

= B,Ce K* = AABC=1.
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-SiA+0:
Soit D un polyndme a coefficients dans K tel que A soit un diviseur de (BC)D.
Alors A est un diviseur de B(CD).

A=+0
AAB=1 = ACD= AD(carA+=0etAAC =1).
A|B(CD)

Donc A est premier a BC.

Corollaire 4-3-3:

Soient A,B1,Bo,...... ,Bn des polyndmes a coefficients dans K.
Si A est premier a chacun des polynébmes B1,Bo,...... ,Bn alors A est premier au produit
B1B,..... Bn.
Cestadire:[Vk=1,2,...... ,n:AABx=1] = AA(B1Ba..... Bn)=1
AANBr =1
AABy =1
C’est a dire encore : A\ B2 = AA(B1Ba..... Bn) = 1.
A /\ Bn =
Démonstration :
Montrons par récurrence sur n € N* que si A, B1,Bo,...... ,Bn € K[X] et si A est premier a
n
chacun des polynébmes By, ...... ,By alors A est premier a [ [ Bx.

k=1
-Pourn=1:

1 n
Si A,B1 € K[X] et si A est premier a B; alors A est premiera B; = [[ Bk = || B«.

k=1 k=1
-Pourn-1:
Supposons que si A,B1,Bo,...... ,Bn-1 € K[X] et si A est premier a chacun des
n-1
polynébmes By, ...... ,Bn_1 alors A est premier a [ ] Bu.
k=1
-Pourn:
Montrons qu’alors si A,B1,B,...... ,Bn € K[X] et si A est premier a chacun des
n
polynédmes By, ...... ,Bn alors A est premier a [ ] Bx.
k=1
Soient A,B1,Bo,...... ,Bn € K[X] tels que A soit premier a chacun des polynémes
B]_, ..... ,Bn.
Puisque A est premier a chacun des polynémes By, ...... ,Bn-1 alors, d’apres
n-1
I'hypothése, A est premier a || B«.
k=1
n n-1 n-1
Donc A est premiera [[ B« = | [] B« |Bn (car A est premier a [ | Bk et a By).
k=1 k=1 k=1
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Corollaire 4-3-4 :

Soient A1, Ay, ...... ,An,B1,Bo,...... ,Bm des polynémes a coefficients dans K.
Si chacun des polyndmes A3, Az, ...... ,An est premier a chacun des polynédmes
B1,Bo,...... ,Bm alors le produit AjA,..... A, est premier au produit B1B»..... Bm.

Démonstration :

On suppose que chacun des polyndmes Aj,Ag,...... ,An est premier a chacun des
polynébmes B1,B;,...... ,Bm.

Alors (d’aprées le corollaire 4-3-3) chacun des polynémes A3, Az, ...... ,An est premier au
produit B1B»..... Bm.

Puisque le produit B1B»..... Bm est premier a chacun des polynémes A;,A,,...... A
alors (d’aprés le corollaire 4-3-3) le produit B;B...... Bm est premier au produit A;A;... A,.
Ce qui montre que le produit AjA;..... A, est premier au produit B1B,..... Bm.

Corollaire 4-3-5:

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.

Si A et B sont pemiers entre eux alors : Vn,m € N : A" AB™ = 1.
Cestadire:AAB=1=[Vnme N:A"AB™ =1].

Démonstration :
Supposons que A et B sont pemiers entre eux et soient n,m deux entiers naturels
quelconques.

-Sin=0:
Alors : A"AB™ = A°AB™ =1 AB™ = 1.
-Sim=0:

Alors : AMAB™ = APABY = A"A L1l =1.
-Sin+0etsim=0:

PosonsA1=A2= ...... =A,=AetB; =B, =...... =B, = B.
Puisque A et B sont pemiers entre eux alors chacun des polynémes Aj,A,,....,An
est premier a chacun des polynédmes B1,B,,..... ,Bm.

Ce qui montre (d’apres le corollaire 4-3-4) que :

A"ABM = <1£[Ak>/\<lm[ Bk> = 1.
k=1 k=1

Corollaire 4-3-6 :
SiabeKetsiazbalors:Vnnme N: (X-a)"AX-b)" = 1.

Démonstration :

Soient a et b deux éléments distincts de K.

Puisque (d’aprés le corollaire 4-2-2) X — a et X — b sont premiers entre eux alors,
d'aprés4-3-5ona:vnmeN:X-a)"AX-b)" =1.

Corollaire 4-3-7 :

Soient A, P, Q des polynémes a coefficients dans K.

Si P et Q sont des diviseurs de A et si P et Q sont pemiers entre eux alors le produit
PQ est un diviseur de A.
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Démonstration :
Supposons que P et Q sont des diviseurs de A et que P et Q sont pemiers entre eux.
-SiA=0:
Alors le produit PQ est un diviseur de 0 = A.
-SiA+0:
Alors P et Q sont non nuls (car P et Q sont des diviseurs de A).
Il existe un polynédme A; a coefficients dans K tels que : A = PA;.

Q=0
QAP =1 = QJA; (d'aprés l'identité de Gauss).
Q|PA1

Donc il existe un polyndme A; a coefficients dans K tels que : A; = QA..
Par suite A = PQA,. Ce qui montre que PQ est un diviseur de A.

Corollaire 4-3-8 :

Soient A,P1,Po,..... ,Pn des polyndmes a coefficients dans K.

SiP1,Py,..... ,Pn sont des diviseurs de A et si P1,P,..... , Pn sont pemiers entre eux
deux a deux alors le produit P1Ps..... Pn est un diviseur de A.

Démonstration :

Montrons par récurrence sur n > 2 que si A,P1,P,..... ,Pn € K[X], si P1,P2,....,Ph
sont des diviseurs de A et si P1,Po,..... ,Pn sont pemiers entre eux deux a deux alors
le produit P1Ps..... P, est un diviseur de A.

-Pourn=2:

Soient A,P1,P;, € K[X] tels que P1,P, sont des diviseurs de A et tels P1,P, sont pemiers
entre eux alors (d’aprés le corollaire 4-3-7) le produit P1P; est un diviseur de A.
-Pourn-1:
Supposons que si A,P1,Po,..... ,Pn1 € K[X], si P1,P2,....,Py1 sont des diviseurs de A
etsiPy,Py,..... ,Pn_1 sont pemiers entre eux deux a deux alors le produit P1P,..... Pn1
est un diviseur de A.
-Pourn:
Montrons qu’alors si A,P1,Po,..... ,Pn € K[X], si P1,P>,....,P, sont des diviseurs de A
etsiPy,Ps,..... ,Pn sont pemiers entre eux deux a deux alors le produit P;1P»..... Pn est
un diviseur de A.
Soient A,P1,Po,...... ,Pn € K[X] tels que P1,P2,....,P, soient des diviseurs de A et
tels que P1,P,,..... ,Pn soient pemiers entre eux deux a deux.
Puisque P1,P,....,Py1 sont des diviseurs de A et puisque P1,P»,..... ,Pn-1 sont
pemiers entre eux deux a deux alors (d’aprés I'’hypothése de récurrence) le produit
PiPa..... Pn1 est un diviseur de A.
D’aprés le corollaire 4-3-3, P, est premier au produit P1P»..... Pn1 (car P, est premier
a chacun des polynémes P1,Ps,....,Pn1).
Par suite (d’aprés le corollaire 4-3-7) le produit P1Ps..... Pn = (P1Pa..... Pn-1)Pn estun
diviseur de A (car P1P5..... Pn-1 et P, sont des diviseurs de A premiers entre eux).

Corollaire 4-3-9 :

Soit A un polyndme a coefficients dans K.

Siai,az,..... ,an sont des racines distintes de A alors (X —a1)(X —az)........ (X—an)
est un diviseur de A.
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Démonstration :

Supposons:que az,ay,..... ,an sont des racines distintes de A.
Alors X —a;, X—az,........ , X — a, sont des diviseurs de A premiers entre eux.
Donc (d’aprés le corollaire 4-3-8), le produit (X —a1)(X — az)........ (X—an)

est un diviseur de A.

Corollaire 4-3-10:

Soit A un polynédme non nul a coefficients dans K.

Le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A
alors : r < d °A.

Démonstration :
Posonsd °(A) =n,A+0 = neN.

Supposons que A admet au moins n + 1 racines ay,...... ,on1 € K.
n+1

Alors (d’aprées le corollaire 4-3-9) H(X —ak) est un diviseur de A.
k=1

n+1
Parsuiteona:n+1=d °<H(X - ak)> < d °A) = n. Ce qui est absurde.
k=1
Donc le nombre des racines de A est fini et si r est le nombre des racines de A
alorsr <d%A) =n.

Corollaire 4-3-11:

Soient A un polynéme a coefficients dans K, aj,a,..... ,an € K. distintes deux a deux et
ki,Kka,..... ,kn € N des entiers naturels .

Si(X-a), (X—az)k,........ ,(X —an)* sont des diviseurs de A alors le produit
X—a)X—az)k........ (X —an)*" est un diviseur de A.

Démonstration :

Supposons que (X —a1)*, (X —az)*,........ ,(X —an)* sont des diviseurs de A.

Puisque (d’aprés le corollaire 4-2-2) X —a;, X —az,........ , X —a, sont premiers entre

eux deux a deux alors (d’aprés le corollaire 4-3-6) (X —a1)*, (X —a»), ...... (X —ap)k
sont premiers entre eux deux a deux.

Ce qui montre (d’aprés le corollaire 4-3-8) que le produit (X —a1) (X — az2)*2.... (X —an)"
est un diviseur de A (car (X —a1)*, (X —az)*,........ ,(X —an)* sont des diviseurs de A
premiers entre eux deux a deux).

4-4-p.p.c.m de deux polynbmes :

Définition 4-4-1 :
Soient A, B et M des polynémes a coefficients dans K.
On dit que M est un p.p.c.m de A et B si on a les deux propriétés suivantes :

AM
B|M
ii) Tous les multiples communs de A et B sont des multiples de M.

i) M est un multiple commun de A et B .C’est a dire :{
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A AN
C’est a dire VN € K[X] : BIN = MIN.

Propriétés 4-4-2 :

Soient A, B des polynémes a coefficients dans K.

1) Pour qu'un polynbme M € K[X] soit un p.p.c.m de A et B il faut et il suffit que :
A -K[X]NB «K[X] =M -« K[X].

2) A et B possédent au moins un p.p.c.m.

3) SiMestunp.p.c.mde AetB alors les p.p.c.m de A et B sont les assiés de M.
C’est a dire si M est un p.p.c.m de A et B alors pour tout polynédme N € K[X],
[Nestunp.p.cmdeAetB] < N~ M.

4)SiK = CetsiMestunp.p.c.mde A et B alors M est un p.p.c.m de A et B.

5) A estun p.p.c.m de A et B si seulement si BJA.

6) Oestunp.p.c.mde AetO.

7)0estunp.p.c.mde AetBsiseulementsiA=00uB =0
et dans ce cas 0 est le seul p.p.c.m de A et B.

8) SiA =0o0uB = 0alors 0 est le seul p.p.c.m de A et B.

9)Va € K* : Aestunp.p.c.mde Aeta.

Démonstration :
1) Soit M un polynédme a coefficients dans K.
= )SiMestunp.p.cmdeAetB:
* Puisque M est un p.p.c.m de A et B alors M est un multiple commun de A et B,

| MeK[X] < A-K[X]
"] M-K[X] < B-K[X]

* Puisque K est un corps commutatif alors (d’aprés le théoréme 3-5-3), K[X]
est un anneau principale, et par suite A - K[X] N B « K[X] est un idéal principal
de K[X]. Donc il existe N € K[X] tel que : A - K[X] N B « K[X] = N « K[X].
Alors (d’apres la propriété 3-4-2-5)-b)), N est un multiple commun de A et B.
Donc N est un multiple de M (car M est un p.p.c.m de A et B).
Par conséquent : A - K[X]N B «K[X] = N« K[X] = M « K[X].
Ce qui montre que A - K[X] N B «K[X] = M - K[X].
< )Siona:A-K[X]NB-K[X]=M-K[X]:
* Puisque M - K[X] € M - K[X] = A - K[X] N B« K[X], alors (d’aprés la propriété
3-4-2-5)-b)) M est un multiple commun de A et B.
* Soit N un multiple commun quelconque de A et B.
D’alprés la propriété 3-4-2-5)-b), N - K[X] < A - K[X] N B - K[X] = M « K[X].
Par suite N est un multiple de M.
Donc M est un p.p.c.m de A et B.
Ce qui montre que M est un p.p.c.m de A et B si seulement si.
A-K[X]NB - K[X] =M - K[X].
2) Puisque A - K[X] N B - K[X] est un idéal principal de K[X] alors il existe un polynéme
M e K[X] tel que : A - K[X]N B « K[X] = M « K[X].
Donc M est un p.p.c.m de A et B.

donc = M-K[X] = (A-K[X]NB -K[X]).
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3) Soit M est un p.p.c.m de A et B, et soit N un polynbme quelconque a coefficients
dans K
Puisque M est un p.p.c.m de A et B alors (d’aprés 1))on a:
A -K[X]NB - K[X] =M -« K[X].
[Nestunp.p.c.mdeAetB] < A-K[X]NB-K[X] =N -K[X] (daprés 1))
<= N-K[X] = M -K[X]
< N~ M.
Donc les p.p.c.m de A et B sont les assiés de M.
4) Supposons que K = C et soit M un p.p.c.m de A et B.
* Puisque M est un multiple commun de A et B alors (d’aprés la propriété 3-4-2-1))
M est aussi un multiple commun de A et B.
* Soit N un multiple commun quelconque de A et B.
Alors (d’aprés la propriété 3-4-2-1)) N est un multiple commun de A = A et B = B.
Par suite N est un multiple de M (car M est un p.p.c.m de A et B).
D’aprés la propriété 3-4-2-1)) on a donc N = N est un multiple de M.
Ce qui montre que M est un p.p.c.mde AetB.
5)[Aestunp.p.cmdeAetB] < A-KX]NB-K[X]=A-K[X] = A-K[X] < B -K[X]
< B|A.
6) Puisque 0 est un multiple de A alors (d’aprés 5)) 0 est un p.p.c.m de 0 et A.
7)=)Si0estunp.p.cmdeAetB:

B|(AB)
= [A=00uB=0].
<)SiA=0o0ou B=0:
Ona: A-K[X]NB-K[X] = {0} =0 -K[X].

Ce qui montre que 0 est un p.p.c.m de A et B si seulementsi A =0ouB = 0.
8) Supposons que A = 0ou B = 0.

D’aprés 7), 0 est un p.p.c.m de A et B.

Puisque 0 est le seul associé 0 alors 0 est le seul p.p.c.m de A et B.
9) Va € K* : a est un diviseur de A, donc d’aprés 5) Aestun p.p.c.mde A et a.

A|(AB
{ I(AB) = 0|(AB) (carOestunp.p.cmdeAetB)= AB=0

Théoréme 4-4-3 :
Soient A et B deux polyndmes a coefficients dans K et D un p.g.c.d de A et B.
Si Ag et B sont deux polyndmes a coefficients dans K tels que :

A= AD
B =BoD
AgABg =1

Alors ABg = AoB estun p.p.c.m de A et B.
Si en particulier D = 0 (c’esta dire si A + 0 ou B = 0) et si M est le quotient de la
division euclidienne de AB par D alors M = ABy = AgB est un p.p.c.m de A et B.
Recherche:
Soient A,B € K[X] deux polynémes a coefficients dans K.
-SiA=00uB=0:

Alors : 0 estunp.p.cmde AetBetc'estle seulp.p.cmdeAetB
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-SiA+0etB+0:
On cherche d’abord un p.g.c.d, D de A et B puis on peut utiliser 'une des trois
méthodes suivantes :
* 1'¢"¢ méthode :

D

Bo

Si By est le quotient de la division euclidienne de B par D alors le produit ABy est un
p.p.cmdeAetB.
x 2€me méthode :

On effectue la division euclidienne de B par D .

D

Ao

Si Ag est le quotient de la division euclidienne de A par D alors le produit AgB le
AoB est un p.p.c.m de A et B.

x 3€Me méthode :
On calcul le produit AB puit on effectue la division euclidienne de AB par D.

AB | D
0 M
Alors le quotient M de la division euclidienne de AB par D est un p.p.c.m de A et B.

On effectue la division euclidienne de A par D .

Démonstration :
e ABy = (AoDBp) = Ag(DBg) = AgB.
e-SiB=0:
Alors ABy = AgB = 0 estun p.p.c.m de A et B.
-SiB+0:
-B=BD#0=[By#0et D=0].
« ABg = ApB est un multiple commun de A.et B.
- Soit M un multiple commun de A et B.
Alors il existe deux polynémes P,Q € K[X] tels que : M = AP = BQ.
BoQD = BoDQ = BQ =M=AP = AoDP = AoPD = BoQ = AoP = BoleP.
Bo +0
BoAAg =1 = Bo|P = 3S e K[X] tq:P = BoS.

Bo|AoP

Donc : M = AByS = ABg|M.
Ce qui montre que ABo = AgB est un p.p.c.m de A et B.

Exemple 4-4-4 :
Dans R[X] soient A = 8X5 + 4X* + 10X® —5X? + X — 1 et B = 4X* + 4X3 + 5X? - 2X - 1.
OnavuqueD =2X-1estunp.gc.dDdeAetB.
* 11¢¢ méthode :
B=4X*+4X3+5X2-2X-1 | D=2X-1
0 Bo = 2X3 +3X%2 +4X +1
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ABg = (8X5 + 4X* + 10X3 —5X2 + X — 1)(2X3 + 3X2 + 4X + 1)
= 16X8 + 32X7 + 64X6 + 44X5 + 31X* —9X3 —4X? -3X -1
estunp.p.cmdeAetB.
x 2i€me méthode :
A=8X%>+4X*+10X8 -5X?2+X-1 | D=2X-1
0 Ag = 4X* +4X3 +7TX? + X +1
AoB = (4X* +4X3 + TX2 + X + 1)(4X* + 4X3 +5X2 - 2X - 1)
= 16X8 4+ 32X7 + 64X6 + 44X5 + 31X* —9X3 —4X? -3X -1
estunp.p.cmdeAetB.
x 3€me méthode :
AB = (8X5 + 4X* + 10X3 — 5X2 + X — 1)(4X* + 4X3 + 5X2 — 2X — 1)
= 32X° 4+ 48X8 + 96X + 24X6 + 18X5 —49X* + X3 —2X2 + X + 1
On effectue la division euclidienne de AB par D = 2X — 1 on trouve que le reste est
nul et que le quotient est :
M = 16X8 + 32X7 + 64X8 + 44X5 + 31X* — 9X3 —4X? —3X -1 est un p.p.c.m de A et B.
Onadonc:ABy = AgB = M = 16X8 + 32X7 + 64X% + 44X5 4+ 31X* — 9X3 —4X2 —3X - 1.

Propriétés 4-4-5 :
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K.
1) Soit M un polynéme a coefficients dans K et soit D un p.g.c.d de A et B.
a) Si M est un p.p.c.m de A et B alors MD est associé a AB.
C’est a dire si M est un p.p.c.m de A et B alors MD ~ AB.
b)SiD + 0 (c'estadiresiA=+0ouB + 0)alors Mestunp.p.c.mde A etB si
seulement si MD est associé a AB.
CestadiresiA+0ousiB+0alors: Mestunp.p.ccmde AetB < MD ~ AB.
2) Si A et B sont premiers entre eux alors AB est un p.p.c.m de A et B.
Cestadire:AANB=1= ABestunp.p.c.mdeAetB.
3) Si A+ 0etsiB + 0alors A et B sont premiers entre eux si seulement si AB est un
p.p.c.mde A et B.
CestadiresiA+0etsiB+0alors:AAB =1« ABestunp.p.c.mdeA etB.

Démonstration :

A =A(D
1) Soient Ag et Bo deux polyndmes a coefficients dans K tels que : B = BoD
AgABg =1

a) Supposons que M est un p.p.c.m de A et B.
Alors M et AB, sont associés (car M et AB, sont des p.p.c.m de A et B).
Donc il existe un élément non a € K tel que : M = a(ABy).
Par suie : MD = a(ABy)D = aA(BoD) = aAB = MD ~ AB.
b) Supposons que D +# 0 (c'esta diresiA + 0ouB = 0).
= )SiMestunp.p.cmdeAetB:
Alors (d’aprés a)) MD est associé a AB.
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<) Si MD est associé a AB :
Alors il existe un élément non a € K tel que : MD = aAB.
Donc : MD = aABoD = M = a¢ABq (car D + 0) = M ~ AB,.
Ce qui montre que M est un p.p.c.m de A et B.
2) Supposons que A et B sont premiers entre eux.
AB(A AB) = AB1 = AB ~ AB. Donc (d’aprés 1) a)) AB est un p.p.c.m de A et B.
3) Supposons que A + 0 et B + 0.
= ) Si A et B sont premiers entre eux :
Alors (d’aprés 2)) AB est un p.p.c.m de A et B.
< )SiABestun p.p.cmdeAetB:
Alors (d’aprés 1) a)) :
AB(AAB) ~AB = [Ha e K*tq : AB(AAB) = aAB]
= [JaeK*tg: AAB=0a] = AABeK*
= A AB =1 (car A A B est unitaire).

Proposition et définition 4-4-6 :
Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K et M un p.p.c.m quelconque de A
et B.
-SiM =0 (cestadiresiA+0etB +0):
Alors A et B possédent un p.p.c.m unitaire et un seul noté A v B appelé le p.p.c.m de
A et B.
Si o est le coefficient dominant de M alors : AV B =
-SiM =0 (cestadiresiA=00uB=0):
Alors 0 est le seul p.p.c.mde A et B appelé le p.p.c.c.mde AetB etonnote AVB = 0.

M

SIIE

En effet :

-SiM =0 (cestadiresiA+0etB =0):
Soit « le coefficient dominant de M.

Puisque %M est le seul polyndbme unitaire de K[X] associé a M alors %M est un
p.p.c.m unitaire de A et B, et C’est le seul p.p.c.m unitaire de A et B.

-SiM =0 (cestadiresiA=0o0uB=0):
Puisque 0 est le seul polynébme de K[X] associé a lui méme alors 0 est le seul p.p.c.m
de A et B.

Exemple 4-4-7 :
Dans R[X] soient A = 8X5 + 4X* + 10X3 —5X2 + X — 1 et B = 4X* + 4X3 + 5X2 - 2X — 1
AVB = 1—16(16X8 +32X7 + 64X + 44X5 + 31X* — 9X3 — 4X2 — 3X — 1)

_ X8 7 6, 11ys, 3lya 9 y3_1lyo 3y 1

= X®+2X" +4X° + 4X+16X 16X 4X 16X 16"
Remarque 4-4-8 :
Si A et B sont deux polynémes a coefficients dans K alors : AV B = AV B.

En effet :
x*SiAVB=0alorsA=00uB =0etparsuite A=00uB =0
AvVvB = 0=AAB.
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*SiAVB = 0alors :
{ AV Bestunp.p.cmdeAetB - { AV Bestunp.p.cmdeAetB

AV B est unitaire AV B est unitaire

AVB.

®|
I

:Kv

Proposition :

Soient A et B deux polynémes non nuls a coefficients dans K.

Si a est le coefficient dominant de A et si b est le coefficient dominant de B alors :
AB = ab(AVB)(AAB)

En effet :

Supposons que a est le coefficient dominant de A et si b est le coefficient dominant de B
Puisque AV B est un p.p.c.mde A et B et puisque A A B estun p.g.c.d de A et B alors,
d’apreés la propriété 4-4-5-1) a), (AV B)(A A B) est associé a AB.

Donc:3da € K*tq : AB = a(AV B)(AAB).

Puisque (A VvV B)(A A B) est unitaire et puisque ab est le coefficient dominant de AB alors
a = ab.

Ce qui montre que : AB = ab(AV B)(A A B).

4-5-Polynémes irréductibles :

Définition 4-5-1 :

Soient P un polynédme a coefficients dans K.

On dit que P est irréductible dans K[X] ou P est irréductible sid °P > 1 et si les seuls
diviseurs de P dans K[X] sont les constantes non nulles de K et les associés de P
dans K[X]. C’est a dire :

d’p>1

P est irréductible dans K[X] < :
VQ e K[X]: QP = [QeK*ouQ ~P]

Propriétés 4-5-2 :

1) Tous les polynbmes de degré 1 a coefficients dans K sont irréductibles dans K[X]
Cestadire: VP € K[X] : d °p = 1 = P estirréductible dans K[X].

2) Tous les associés dans K[X] d’'un polyndme irréductible dans K[X] sont irréductibles
dans K[X] C’estadire : VP,Q € K[X]:

P e K[X] est irréductible dans K[X]
P~Q

3) Soient A un polyndme a coefficients dans K et P un polynédme irréductible dans K[X].
a)PIA < PAA =1
b)PAA=1< P JA.

4) Soient P,Q € K[X] deus polynémes irréductibles dans K[X] .
a)P~Qe=PQ=PAQ=+1
b) [P et Q ne sont pas associés] =sP/Qs=sPAQ=1

= Q est irréductible dans K[X].
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c) Si P et Q sont unitaires alors :
P=Q&=P~Q=PQ=PAQ=*1.
d) Si P et Q sont unitaires alors :
P+Q < [Pethesontpasassociés] =sP/Qe=PAQ=1.
e) Si P et Q ne sont pas associés alors :
vnme N:P"AQM™= 1.
f) Si P et Q sont unitaires et si P = Q alors :
vnme N:P"AQM™= 1.
5) Soit P € K[X] un polynéme irréductible dans K[X].
a) VA,B € K[X] : P|(AB) = [P|A ou PB].

b) VA1, Az, ...... ,An € K[X] @ P|(A1A...... Ay = [Hk =12,..... ,n tq: P|Ak].
n>1
c) VA e K[IX] VneN:PA" = :
P|A
d) SiPy,Py,...... ,Pn sont des polynémes irréductibles dans K[X] et si P est un
diviseur du produit P1P»...... P, alors il existe un entier naturel k = 1,2,..... ,n

tel que P soit associé a Py.
e) Si Q est un polynéme irréductible dans K[X] et si n est un entier naturel alors :

n>1
PIO" = -
Q {PNQ

f) Si P est unitaire et si P1,P»,...... , Pn sont des polynémes irréductibles unitaire dans
K[X] alors : P|(P1Pa...... P) = [3k=12.....n tqg:P=P].
g) Si P est unitaire, Q est un polynédme irréductible unitaire dans K[X] et n est un entier

n>1
naturel alors : P|Q" = :
P=Q
6) Soient A € K[X] un polynéme a coefficients dans K et P1,Po,..... ,Pn € K[X]
des polyndmes irréductibles dans K[X] .
a) Si Py,Poy,..... ,Pn sont des diviseurs de A et si P1,P,..... ,Pn ne sont pas
associés deux a deux alors le produit P1P»..... Pn est un diviseur de A .
b) Si P1,Pa,..... ,Pn sont des diviseurs de A et si P1,P,..... ,Pn sont unitaires
distincts deux a deux alors le produit P;P»..... Pn est un diviseur de A .
c) Soient ky,ko,..... ,kn € N des entiers naturels .
Si Pll(l, P12<2’ ..... ,PK” sont des diviseurs de A et si P1,Po,..... ,Pn ne sont pas
associés deux a deux alors le produit PiflPl;Z ..... PK" est un diviseur de A .
d) Soient ky,ko,..... ,kn € N des entiers naturels .
Si Pll(l, P12<2’ ..... ,PK” sont des diviseurs de A et si P1,Po,..... ,Pn sont unitaires

distincts deux a deux alors le produit PiflPl;Z ..... PK" est un diviseur de A .
7) Si A € K[X]* est un polyndme non nul a coefficients dan K, le nombre des
diviseurs irreéductibles unitaires de A est fini et si r est le nombre des diviseurs

irreéductibles de A alors, r < d °A.
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Démonstration :
1) Supposons que P est un polynéme de degré 1 a coefficients dans K.
Soit Q un diviseur quelconque de P Il existe alors un polyndme S a coefficients dans K

tel que P = QS.
P+0
= dQ<dP=1= [d°Q=O ou d°Q=1].
QP
-Sid’Q=0:
Alors Q est une constante non nule.
-SidQ=1:

QIP
~P.
{dOQldOP =0

Donc P est un polynéme irréductible dans K[X].

2) Supposons que P est un polynéme irréductible dans K[X] et Q est un polynéme a
coefficients dans K associé a P.
Soit S un diviseur quelconque de Q

RS9 e [sek ous~p]
Q~P QIP

= [SeK* ou S~Q](carQ ~ P).
3)a)=)SiP|A:
Alors P estunp.g.c.dde Pet A. DoncPAA + 1 (carP ¢ K).
<)SiPANA=1:

{(P/\A)IP 3{ CAOP _ oap

PAA =1 (P AA) ¢ K
= [Pestun p.g.c.ddePetA]
= P|A.
b)[PIA < PAA % 1] = [non(PAA # 1) < non(PJA)] = [PAA=1 < P f A].
P
4)a)P ~Q < { 5 Q < (car Q est un polynéme irréductible dans K[X])
g *

< P|Q. (carP ¢ K*).
P~Q < PIQ = PAQ =1 (dapres 3) b))
b) D’aprés a) on a: [non(P ~ Q)] < non(P|Q) < non(P AQ = 1).
Par suite on a: [P et Q ne sont pas associés] =SP/Qs=PAQ=1.
c) Si P et Q sont unitaires alors (d’apres b)) :
P=Q&=P~Q=PQ=PAQ=*1.
d) Si P et Q sont unitaires alors (d’aprés c) :
non(P = Q) < non(P ~ Q) < non(P|Q) < non(PAQ = 1).
Onadonc:P +Q < [Pethesontpasassociés] =P/Q<s=PAQ=1.
e) Supposons que P et Q ne sont pas associés.
Alors (d'apres b)) :PAQ=1= [Vnme N:P"AQ™ =1].
f) Supposons que P et Q sont unitaires et que P = Q alors :
Alors (d'apresc)) :PAQ=1= [Vnme N:P"AQ™ = 1].
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5) a) Soient A et B deux polyndmes a coefficients dans K tels que P soit un diviseur
de AB.
Supposons que P ne divise ni A ni B.

{P*A :{P/\Al — PA(AB) = L.

P/B PAB=1
P+0
PA(AB) =1 = P|]1 = P e K*. Ce qui est absurde (car P est irréductible).
P|(AB)1
Ce qui montre que P|JA ou P|B.
b) Montrons par récurrence surn > 2 que : VA1, Az,...... JAn € K[X] :
PI(A1Az......An) = [Tk =1,2,.....,n tq: PJAc].
-Pourn=2:

VA1 Az € K[X] : P|(A1Az) = [PJA1 ou P|A; ] (d’apres a))
= [Tk =1,2 tq: PJAc]
= [3k=1,2,.....,n tq: PJAc].

-Pourn-1:
Supposons que : VA3, A,,...... JAn € K[X] -
PI(A1Az...... A1) = [Tk =1,2,.....,n=1 tq: P|Ak].
- Pour n
Montrons qu’alors : VA1, Az,...... JAn € K[X] :
PI(A1Az......Ar) = [Tk =1,2,.....,n tq: P|A].
Soient A1, A,,...... ,An € K[X] tels que P un diviseur du produit A;A,...... An.

P|(A1A2 ...... An) — P|[(A1A2 ...... An_l)An]
= [P|(A1A;...... An-1) ou PJA, ] (d’apres a))
= [[3k=1,2,......n=1 tq: P|Ac] ou PJA, ]
= [3k=1,2,.....,n tg:PJA].

c) Soient A € K[X] et n un entier naturel. On suppose que P est un diviseur de A".
Puisque P est un polynéme irréductible dans K[X] alors P ¢ K.
P¢K=P/1=>P/A=>n+0=n>1
Posons : A1 = Az =...... =An=A Alors: A" = AjA,...... An.

n>1 n>1
Onadonc:PA" = =
Pl(A1Az...... An) gk =1,2,..... N tq : PJAK

d) Supposons que P1,Py,...... ,Pn sont des polynémes irréductibles dans K[X] et que
P est un diviseur du produit P1Ps...... Pn.
P|(P1P2......Pn) = [3k =1,2,.....,n tq: P|Py]
= [3k=1,2,.....,n tg:P ~Py](daprés 4) a)).
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e) Supposons que Q est un polynéme irréductible dans K[X] et que n est un entier

n>1 n>1
naturel. P|Q" = = .
PIQ P~Q

f) Supposons que P est unitaire, que P1,P2,...... ,Pn sont des polynémes irréductibles
unitaire dans K[X] et que P est un diviseur du produit P;P»...... Pn.
P|(P1P;...... Pn) = [3k=12......n tq:P ~Py](daprés d))
= [3k=1,2,.....,n tq:P=Pg].
g) Supposons que P est unitaire, Q est un polynédme irréductible unitaire dans K[X],
n est un entier naturel P est un diviseur de Q".

n>1 L n>1 o
PIQ" = (d’aprés e)) = (car P et Q sont unitaires).
P~Q P=Q

6) a) Supposons que P1,P,,..... ,Pn sont des diviseurs de A et que P1,P,..... ,Pnne
sont pas associés deux a deux.
Puisque P1,....,P, sont des polyndmes irréductibles dans K[X] non associés deux
a deux, alors Pq,....... ,Pn sont des diviseurs de A premiers entre eux deux a deux.
Donc le produit P1P»..... P, est un diviseur de A.

b) Supposons que P1,Pa,..... ,Pn sont des diviseurs de A et que P1,Po,..... ,Pn sont

unitaires.
Puisque Py,..... ,Pn sont des polynémes irréductibles unitaires dans K[X],
distincts deux a deux, alors Py, ..... ,Pn sont des diviseurs irréductibles de A

non associés deux a deux.
Donc (d’aprés a)) le produit P1Ps..... Pn est un diviseur de A.

c) Supposons que Pifl, PL(Z, ..... ,PKn sont des diviseurs de A et que P1,Ps, ..... ,Pn ne
sont pas associés deux a deux.
Puisque P1,P,,..... ,Pn sont des polynémes irréductibles dans K[X] non associés
deux a deux, alors P1,Po,..... ,Pn sont premiers entre eux deux a deux.

Donc Pil(l, Pl2<2, ..... ,PKn sont premiers entre eux deux & deux.

Par suite Pil(l, Pyc, ..., , PL‘H sont des diviseurs de A, premiers entre eux deux a

deux.

Donc le produit PlflPL<2 ..... Pkn est un diviseur de A.

d) Supposons que Pil(l, Plz(z, ..... ,PKn sont des diviseurs de A et que P1,P, ..... ,Pn
sont unitaires distincts deux a deux.
Puisque P1,Py,..... ,Pn sont des polyndmes irréductibles unitaires dans K[X]
distincts deux a deux alors P1,Po,..... , Pn sont des polynémes irréductibles dans
K[X] non associés deux a deux.

Donc (d’aprés c)) le produit Pil(lPlz<2 ..... PK” est un diviseur de A.

7) Soit A est un polyndme non nul a coefficients dan K. Posons d °A =n.
Supposons que A admet au moins n + 1 diviseurs irreéductibles unitaires
P1,P2,..... ,Pni1 de A disincts deux a deux.

D’aprés 6) b), le produit P1P»..... Pnia est un diviseur de A.
Donc:n+1<d’(P1)+d°(P2)+.....4d *(Pne1) = d *(P1Pa.....Ppi) < d °A = n.
Ce qui est absurde.

Par la suite le nombre des diviseurs irreéductibles de A est fini et que si r est le
nombre des diviseurs irreéductibles unitaires de A alors, r < d °A.
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Théoeme 4-5-3 :

Tous les polyndmes non constants a coefficients dans K posséde des diviseurs
irréductibles unitaires dans K[X]

C'est a dire : VA € K[X] -K : 3P e K[X] irréductible tq : P|A.

Démonstration :
Soit A un polynéme non constant a coefficients dans K et soit E 'ensemble des diviseurs
unitaires non constants de A.
Le polyndme unitaire Ag associé a A est un élément de E (car Ao est un diviseur unitaire
non constants de A). Donc I'ensemble est non vide.
Soit d l'application de E vers N* définipar:d : E — N*

M — d(M) = d°M.
E +0 = d(E) # 0. Soit m le plus petit élément de d(E) et P un élément de E tel que
d°P = d(P) = m.
Montrons que P est un diviseur irréductible unitaire de A dans K[X]
Puisque P € E alors P est un diviseur unitaire de A dans K[X]. Il reste a montrer que A
est irreductible dans K[X] On a déjas d°P > 1.
Soit Q un diviseur quelconque non constant de A dans K[X] et soit Qo le polynédme
unitaire associé a A.

[Q0|Q et Q|A:| = QolA
Qo est unitaire = Qo€ E = d°Qo > m = d°Q = d°Qo > m = d°P.
dOQo = dOQ >1

QIA
{ 400 > dop = Q ~ A

Donc P est un polynéme irreductible dans K[X].
Ce qui montre que P est un diviseur irréductible unitaire de A dans K[X]

Théoeme 4-5-4 (de d’Alembert) :
Les polynémes irréductibles a coefficients complexes sont les polynédmes de degré 1.

Corollaire 4-5-5:
Tous les polyndmes non constants a coefficients a complexes possédent des racines
complexes. C'estadire: VA e C[X]:d°A>1= 30 e C tq:A(a)=0.

Démonstration :

Soit A un polyndme non constant a coefficients complexes.

D’apré le théoéme 4-5-3, le polyndme A posséde un diviseur irréductible unitaire P a
coefficients complexes. D’apré le théoéme de d’Alembert, d°P = 1, par suite il existe
un nombre complexe a tel que P = X —a.

Puisque X —a = P est un diviseur de A alors A(a) = 0.

Donc a est une racine complexe de A.
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Corollaire 4-5-6 :
Les polynémes irréductibles a coefficients réels sont les polynbmes de degré 1 et les
polyndmes de degré 2 de la forme aX? + bX + ¢ tel que, A = b? —4ac < 0.

Démonstration :
Soit P un polynéme irreductibe a coefficients réels.
= ) Si P est irréductible dans R[X] :
Alors (d’aprés le corollaire 4-5-5) P admet une racine complexe a (car d°P > 1).

-SiaeR:
X—a € R[X]
Alors : d°X-a)=1>1 = P~ (X-a) (carP estirreductibe dans R[X]).
(X-a)lP
Donc : d°P = 1.
-Siag R:
Alors a et @ sont deux racines complexes distints de P. Donc (X —a)(X —@) est un
diviseur de P.

X—a)(X-a) = X2 - (a + @)X + adl = X2 - 2Re(a)X + |a|*> € R[X]. Par suite on a :
X2 - 2Re(a)X + |a* € R[X]

do(X? - 2Re(@)X +|a|*) =2>1 = P ~ (X2 -2Re(a)X +|a|?).

(X2 = 2Re(a)X + |a|?)|P
Donc il existe un nombre réel non nul a tel que : P = a(X? — 2Re(a)X + |a|?).
Pa conséquent on a : P = aX? — 2aRe(a)X + ala|?.
Posons : b = —2aRe(a) et ¢ = —2aRe(a), alors : P = aX? + bX +c.
A = b? - 4ac = [-2aRe(a)]? - 4a(aja|?) = 4a?[Re(a)* - |a|* ].
Posons : u = Re(a) etv = Im(a) alors :
A = 4a?[Re(a)” — |a|?* ] = 4a2[u? — (u? +v?)] = 4a?(—v?) = —4a?v? < 0.
Ce qui montre que :
P est de degré 2 de la forme aX? + bX + ¢ tel que, A = b2 —4ac < 0.

=)-SidP=1:

Alors P est irréductible dans R[X].

- Si P est de degré 2 de la forme aX?+bX + c tel que, A = b?>-4ac < 0:
Soit Py un diviseur irréductible de P dans R[X].

PolP
ol = do(Po) < d°P =2
P+0

Soit @ une racine complexe de Py.

a est aussi une racine de P (car P est un diviseur de P).

Donc a ¢ R (car A = b? —4ac < 0) et par suite o et @ sont deux racines complexes
distints de Pg. Alors (X — a)(X — @) est un diviseur de Py et par suite d°(Po) > 2.
Par suite d°(Pg) = 2 = d°P.

Po|P
= P ~ Po.
d°(Po) = d°P

Ce qui montre que P est irréductible dans R[X].
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Exemple 4-5-7 :

*x 2X + 1 est un polynéme irréductible .

*x X? + 1 est un polynéme irréductible dans R[X] .

x X? + 1 n’est pas un polyndéme irréductible dans C[X] .
x X* + 1 n’est pas un polyndme irréductible.

4-6-Ordre de multiplicité :

Théoreme et définition 4-6-1 :

Soient A et P deux polynémes a coefficients dans K.

SiA + 0etsid.P > 1, il existe un entier naturel et un seul appelé I'ordre de multiplicité
P"A

de P dans A ou l'ordre de P dans A tel que : | .
pn+1 /{/ A

Dans ce cas :

* PJA <= n > 1 et dans ce cas on dit aussi que P est un diviseur de A d’ordre de

multiplicité n ou P est un diviseur de A d’ordre n.

), on dit aussi que P est un diviseur simple de A.
P2y A

PIA
* Sin =1 (cestadire si { |

x Sin > 2 (c'est dire si P?|A), on dit aussi que P est un diviseur multiple de A.

Démonstration :
- Existence :
Supposons que A # 0 et d.°P > 1 et pososons | = <k e N tq : P¥|A}.
1A= PA=0ecl=1=4.
vk el : k <k(d.°P) = d°(P¥) < d°A (car PX|A et A = 0).
Donc | est une partie non vide de N majorée par d°A.
Soit n le plus grand élément de I. Par suite :

nel P1A
= .
n+1 el prl oy A

- Unicité :
Soit m un entier naturel quelconque tel que : PMA et P™1A.
PMA=mel=m<n.
Supposons que m < n. Alors : m+1 < n = P™1|pn,
Pm+1|pn
PTA
D’ou l'unicité.
Dans cecas:
*PA=PIIA=lelon>1

Dans ce cas on dit aussi que P est un diviseur de A d’ordre de multiplicité n ou P
est un diviseur de A d’ordre n.

= P™1|A ce qui est absurde. Donc m = n.
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P|A
* Sin =1, cestdiresi { P|2 /A on dit aussi que P est un diviseur simple de A.

x=)Sin>2:
p2 pn

Alors : | = P2A.
PMjA

<)SiP?A:
Alors:2 el =n>2.
Donc n > 2 si seulement si P?|A et dans ce cas P est un diviseur multiple de A.

Remarque 4-6-2 :

Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K et P un polyndme non constant

a coefficients dans K d’ordre de multiplicité n dans A.

1) Pout entier naturel k, P* est un diviseur de A si seulement si k < n.
Cestadire:Vvke N: PYA < k<n.

2) Si A,P € C[X] alors P est d’ordre de multiplicité n dans A.

3) Si A € R[X] etsi P e C[X] alors P est d’ordre de multiplicité n dans A.

Démonstration :
1) Soit k un entier naturel quelconque.
= ) Si PX est un diviseur de A :
Supposons que k > n. Alors : n+ 1 <Kk, par suiteon a:

pn+1|pk
PXIA
Donc: k <n.
<)Sik<n:

Pk pn
Alors : | = PXA.
P"JA

2) Supposons que A,P € C[X].

PNIA PTIA P)"IA
- = .
pn+l /*/ A pnl /{/ A (ﬁ)’”l /Y A

Donc P est d’ordre de multiplicité n dans A.

3) Supposons que A € R[X] et P € C[X].
P est d’'ordre de multiplicité n dans A = A dans le cas ou A € R[X] est un polynéme
a coefficients réels.

= P™1A. Ce qui est absurde.

Proposition 4-6-3 :

Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K, P un polyndme non constant a
coefficients dans K et n un entier naturel.

P est d’ordre de multiplicité n dans A si seulement s’il existe un polyndbme Ag € K[X]

A =P"A
tel que : °  Cestadire:
P J Ao
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A =PNAg
P/Ac
Dans ce cas Ag est le quotient de la division euclidienne de A par P".

[ P est d’'ordre de multiplicité n] < 3A, € K[X] tq : {

Démonstration :
= ) Si P est d’ordre de multiplicité n dans A :
P'A = JAo € K[X] tg: A =P"A,.
Supposons que P est un diviseur de A.
Alors : 3Q € K[X] tq : Ao = PQ et par suite : A = P"PQ = P™!Q = P™1A.
Ce qui est absurde.
A =P"A
Alors : °
P ) A
<) S’il existe un polyndme Aje K[X] tel que A =P"AgetP f Ao:
A = P"A, = P"A.
Supposons que P™! est un diviseur de A.
Alors : 3Q € K[X] tq: A =P™Q.
Donc : P"Ag = A = P™1Q = Ay = PQ = PJA,. Ce qui est absurde.
A =P"Ag
PfAs
Ce qui montre que P est d’ordre de multiplicité n dans A.
Dans ce cas Ag est le quotient de la division euclidienne de A par P".

Par conséquent {

Corollaire 4-6-4 :

Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K; P un polyndme non constant a
coefficients dans K d’ordre de multiplicité n dans A, Ay est le quotient de la division
euclidienne de A par P" et Q un polyndme non constant a coefficients dans K premier a
aP

L’ordre de multiplicité de Q dans A est égal a I'ordre de multiplicité de Q dans Ao.

Démonstration :
Puisque n est I'ordre de multiplicité de P dans A et puisque Ao est le quotient de la

A =P"Ap

PYAy

Soit m 'ordre de multiplicité de Q dans Ay et soit A; le quotient de la division euclidienne
Ao = QA

QfAL

Par suite : A = P"QmA; = Q™P"A; = Q™(P"A;).

Supposons que Q est un diviseur de P"A;. Alors :

division euclidienne de A par P" alors on a : {

de Ao par Q™ alors on a : {

Q=0 Q=0
QAP=1 = QAP"=1 = QJA1. Ce qui est absurde.
Q[(P"A1) Q[(P"A1)
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A =Q™(P"A
Donc Q n’est pas un diviseur de P"A;. Par conséquenton a : QT(P"A1) :
Q) (P"A1)
Ce qui montre que l'ordre de multiplicité de Q dans A est égal a I'ordre de multiplicité m

de Q dans Ay.

Définition 4-6-5 :

Soient A un polynéme non nul a coefficients dans K et si a € K, I'ordre de multiplicité du
polyndme X — a dans A est appelé aussi I'ordre de multiplicité a dans A.

* Si X —a est un diviseur simple de A on dit aussi que a est une racine simple de A.

* Si X —a est un diviseur multiple de A on dit aussi que a est une racine multiple de A.

Remarque 4-6-6 :

Soient A un polynéme non nul a coefficients dans K, a € K et n I.’ordre de multiplicité

de a dans A.

1) a est une racine de A si seulement sin > 1.
Dans ce cas on dit aussi que "a est une racine de A d’ordre de multiplicité n "ou "a est
une racine de A d’ordre n".

2) Si A € C[X] alors n est |.’ordre de multiplicité de a dans A.

3) Si A € R[X] alors n est 'ordre de multiplicité de a dans A.

Démonstration :
1) [aestuneracinede A] < (X-a)|A = n>1.

2) Supposons que K = C et que a € C.
[ a est d’ordre de multilicité n dans A] = [ X — a est d’ordre de multilicité n dans A |

= [X —a est d’ordre de multilicité n dans K]
= [X —aest d'ordre de multilicité n dans A ]
= [a est d’ordre de multilicité n dans A ].

3) Supposons que K = R et que a € C.
[ a est d’ordre de multilicité n dans A | = [ a est d’ordre de multilicité n dans A = A].

Corollaire 4-6-7 :
Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K, a un élément de K et n un entier

naturel a est d’ordre de multiplicité n dans A si seulement s’il existe un polynébme
Ay € K[X] tel que : A= (X=a)%h . C'est a dire :
a n’est pas une racine de Ao
[ a est d’ordre de multiplicité n dansA ]
A=(X-2a)"Ag
a n’est pas une racine de Ay

< JAo € K[X] tq: {

Dans ce cas : Ap est le quotient de la division euclidienne de A par (X —a)".
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Démonstration :
[ a est d’ordre de multiplicité n dansA ]
< [ X -aest d'ordre de multiplicité n dansA ]

o 3 KX] tq: 4 AT KR
X—=a) [ Ao
A= (X-a)"A

a n’est pas une racine de Ay

< JAp € K[X] tq: {

Dans ce cas : Ap est le quotient de la division euclidienne de A par (X —a)".

Corollaire 4-6-8 :

Soient A un polynéme non nul a coefficients dans K, a,b € K disticts, n I.’ordre
de multiplicité de a dans A et A le quotient de la division euclidienne de A par
X—-a)".

L’ordre de multiplicité de b dans A est égal a I'ordre de multiplicité de b dans Ao.

Démonstration :

Soient m I'ordre de multiplicité de b dans Ay.

Alors n est |.’ordre de multiplicité de X —a dans A et m est I.’ordre de multiplicité de X — b
dans Ay.

axrb=X-aAX=-Db)=1.

D’apres le corollaire 4-6-4, m est |.’ordre de multiplicité de X — b dans A.

Donc I'ordre de multiplicité de b dans A est égal a I'ordre de multiplicité m de b dans A,.

Exemple 4-6-9 :

Dans R[X] soit A = 2X8 + 5X7 + 7X® + 9X5 + 7X* + 3X3 + X2 - X - 1.

On peut utiliser le procédé de H6rner pour détérminer les ordres de multiplicité
des racines de A .

2/5 7 917 3 |1 -1-1
-1 -2 -3 4 -5-2 -10 1

21 3 20 1 -1/0
-1 =211 42 -2 |1
2/-14 22 -1 1|0
-1 -2/3 79 -11
2 =37 -9/11 12

Donc -1 est une raciene de A d’ordre de multiplicité 3 et
A; = 2X5 — X4 + 4X3 - 2X? + 2X — 1 est le quotient de la division euclidienne
de A par (X +1)3.
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2 -14 -22 -1
% 1 02 0 1
20 4 0 2 0
1 1 199
2 214 8
9 9 25
2|1 214 8
Donc%estune raciene simple de A et A; = 2X* + 4X2 + 2 est le quotient de la
division euclidienne de A; par X — % .
204 0 |2
i 21 =221 -2
22112 21 |0
i 21 —4 | -2i
2 411-2 0
i 21 —6
261 -8

Donc i est une raciene de A d’ordre de multiplicité 2 et Az = 2X? + 4iX — 2 est le
quotient de la division euclidienne de A; par (X —i)?.

Az = 2X2 +4iX -2 = Az = 2(X2 +2IX - 1) = 2(X +1)?.

Donc —i est une raciene de A d’ordre de multiplicité 2.

Lemme 4-6-10:

Soient A et P deux polynémes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul.
Si P" est un diviseur de A alors P"! est un diviseur de A’. C’est a dire :

PMA = P™1A.

Démonstration :

Supposons que P" est un diviseur de A.

Il existe alors un polynéme Q a coefficients dans K tel que A = P"Q.
A= (P"H'Q+P'Q =nP™P'Q+P"Q' = P"1(nP'Q + PQ).

Donc P™! est un diviseur de A'.

Lemme 4-6-11 :

Soient A et P deux polynémes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul.
Si P" est un diviseur de A alors pour tout entier naturel k = 0,1, ...... ,n—1, P«
est un diviseur de A®. C'estadire: vk = 0,1,...... ,N—1:P"¥A®,
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Démonstration :
Supposons que P" est un diviseur de A.

Posons | = {k=0,1,...... ,n—1 tq:P"* y A®} etsupposons que | + 6.
Puique | est une partie non vide de N alors | dmet un plus petit élément r.
PA=POA® = 0¢gl=r+0=>r>1=r-1€{0,1,...... ,n—2%.
Puique r est le plus petit élémentde lalorsr—1 ¢ I.
r-lel — pn—(r—l)lA(r—l) . Pn—r+1|A(r—1)_
r-1e{0,1,...... ,nN—2}
Donc : P41 |[ACD] = PPA® = 1 ¢ | ce qui est absurde.
Donc: I = 0.
Ce qui montre que : vk = 0,1,...... n—1:P¥A®K,
Lemme 4-6-12 :
Soient A et P deux polynémes a coefficients dans K et n un entier naturel non nul.
Si P" est un diviseur de A alors : vk = 0,1,...... ,n—1:PA®,
Cestadire: P"A = vk=0,1,...... n—1:PA®,

Démonstration :
Supposons que P" est un diviseur de A.
vk=0,1,...... N-1:n-k>1= PPk

P[P
= vk=0,1,...... ,n—1:PA®,
Pn—k|A(k)

Théoréme 4-6-13 :
Soient A un polyndme a coefficients dans K, a un élément de K et n un entier naturel

non nul.
Si (X —a)" est un diviseur de A alors : A(a) = A'(@) =........ = A0MD@) = 0.
Cestadire: X-a)"A = A(a) =A'@) =........ = AD(@) = 0.

Démonstration :

Supposons que (X —a)" est un diviseur de A.

X-a)"|A = vk=0,1,...... N—1:(X-a)A®
= A(a) = A'@) =........ = A™D(@) = 0.

Théoréme 4-6-14 :
Soient A un polyndme a coefficients dans K, a un élément de K et n un entier naturel

non nul.

Si K est de carctéristique 0 alors (X —a)" est un diviseur de A si seulement si :
A@) =A'@)=........ =AMD@) = 0.

C’est a dire si cara(K) = 0 alors :
X-a)"A = A(@) =A'@) =........ = A™D@) =0.
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Démonstration :
= ) Si (X-a)" est un diviseur de A :

Alors (d’apreés le théoréme 4-6-13)on a : A(a) = A'(@) =...... = AD(@) = 0.
=)SiA@) =A@ =........ =AMD@)=0:
Posons : m = max(n,d O(A)).
m (k)
D’aprées la formule de Taylor appliquée a Aetaona: A = Z A kl(a) (X —a)X

Puisquona:A(a) = A'(a) =........ = AY(@) = 0 alors :

m

()
A=Y A @ ay
k=n '

m

(k)
Donc: A = (X - a)”[z %(x - a)k”] = (X—a)"|A.
k=n |

Corollaire 4-6-15 :

Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K et a un élément de K.

Si K est de carctéristique 0 alors a est une racine multiple de A si seulement si
A(@)=A'(a) =0

C’est a dire si K est de carctéristique 0 alors :

a est une racine multiplle de A < A(a) = A'(a) = 0.

Démonstration :

Supposons que K est de carctéristique 0.

[ a est une racine multiple de A ] < [ X - a est un diviseur multiple de A ]
= (X—a)’A]
< A(@) = A'(a) = 0.

Corollaire 4-6-16 :

Soient A un polyndme non nul a coefficients dans K, a un élément de K et n un entier
naturel non nul.

Si K est de carctéristique 0 alors a est une racine de A d’ordre de multiplicité n

si seulement si :

A(@) =A'@) =........ =A0MY@) =0
AM(@) =0 :
C'est a dire :
=A'@) =....= A0D(a) =
a est une racine de A dordre n < 4~ @) =A@ = AD(a) =0
AM(a) # 0

Démonstration :
Supposons que K est de carctéristique 0.
[a est une racine de A d’ordre de multiplicité n]

= [X —aest un diviseur de A d’ordre de multiplicité n]
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{ (X-a)"A
=
(X _ a)n+1 /Y A

o A(@) =A'@@) =.....=AD@) =0
AM@) 0

Exemple 4-6-17 :
Dans R soit A = 2X8 + 5X7 + 7TX® + 9X® + 7TX* +3X3 + X2 - X - 1.
A1) =2-5+7-9+7-3+1+1-1=0

N_.2 S5 _ 7.9 _ 7 _ 3 _ 1 _ 1_
A(z) 28 T o7 T8 T8 Tor T e T Hr T !
1 5 7 9 7 3 1 3
T T TR T s T T T r T
_ 1+5+14+9x224+7x23+3x24+25-3x26
27

_ 20+9x4+7x8+3x16+32-3x64
7

_ 20+36+56+48+232—192 _ 0
27
AG) =218 +5i" +7i + 91>+ 7i*+3i¥+i2-i—-1
=2-51—-7+91+7-3i-1-1i-1=0
A=) = 2(-1)8 +5(=i) + 7(=)® + 9(=)° + 7(-D)* +3(=)* + (-)? +i-1
=2+51-7-91+7+3i-1+i-1=0
Donc —1,%,i,—i sont des racines de A .
A" = 16X7 + 35X6 + 42X5 + 45X* + 28X3 + OX2 + 2X -1 .
A'(-1) =-16+35-42+45-28+9-2-1=0

Donc L est une raciene simple de A .

2
A'(i) = 16i" + 35i° + 42i° + 45i% + 28i® + 9i? + 2i — 1
=-161—35+42i+45-28i—-9+2i—1=0.
A'(—i) = 16(=i)" + 35(=i)® + 42(=i)° + 45(—i)* + 28(-i)* + 9(-i)* - 2i — 1
= 16i—35-42i+45+28i—-9-2i—-1=0.
A" = 112X® + 210X5 + 210X* + 180X3 + 84X? + 18X + 2.
A"(-1) =112-210+210-180+84-18+2 = 0.
A"(i) = 112i% + 210i° + 210i* + 180i° + 84i% + 18i + 2
= —-112+ 210i + 210 — 180i — 84 + 18i+ 2 = 16 + 48i + 0.
Donc i est une raciene de A d’ordre de multiplicité 2.
A"(=i) = 112(=i)® + 210(=i)° + 210(=i)* + 180(—i)® + 84(~i)* — 18i + 2
= -112 - 210i + 210 + 180i — 84 — 18i + 2 = 16 — 48i + O.
Donc —i est une raciene de A d’ordre de multiplicité 2.
A" = 672X5 + 1050X* + 840X3 + 540X? + 168X + 18.
A" (-1) = —672 + 1050 — 840 + 540 — 168 + 18 = -72 + 0.
Donc -1 est une raciene de A d’ordre de multiplicité 3.
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4-7-Factorisation :

Théoreme 4-7-1:

Soient A un polyndme a coefficients dans K, P1,P,,...... ,Pn des polynémes irréductibles
dans K[X] non associés deux a deux, ai,az,...... ,an des entiers naturéles et a un
élément non nul de K.

SiA= anngZ ..... P¢n alors A est non nul et ay,az,...... , .y sont les ordres de
multiplicité réspectivement de P1,P,,...... ,Pn dans A.

Démonstration :

Supposons que A = aPY1Py2. ..., P2 A+ 0cara, Py,Py,...... ,Pn sont non nuls.
-Sin=1:
ay A = aP1 , _
Alors :A=aP;" = . Donc a3 est 'ordre de multiplicité de P; dans A.
P ,i/ a
-Sin>2:
n
vk =1,2,..... ,n:posons:Ag=a ] P alors :
i=1
I+ Kk
* A = AgP K,

* [Vie{],..... Ny =<k} : Pk APi=1] = PkAAo =1 = Py [ Ao

Donc o est I'ordre de multiplicité de Py dans A.
Ce qui montre que a1,az,...... ,an sont les ordres de multiplicité réspectivement de
Pi,Po,...... ,Pn dans A.

Théoreme 4-7-2:

Soient A un polyndme a coefficients dans K, P1,P,,...... ,Pn des polynémes irréductibles
dans K[X] non associés deux a deux, ai,az,...... ,an des entiers naturéles et a un
élément non nul de K.

SiA= anngZ ..... P¢n alors pour tout diviseur B de A dans K[X] il existe un élément non

_ wpPiphe Bn
b de K et des entiers naturels 81, f2,...... , Bn tels que : B =DbPL 7P i

Démonstration :
Supposons que A = aPY1Py2. ... PZn et soit B un diviseur quelconque de A.

D’aprés le théoréme 4-7-1, A est non nul et a1, a2, ...... ,an sont les ordres de multiplicité
réspectivement de P1,P,,...... ,Pn dans A.
Pour tout tout entier naturel k = 1,2,...,n : posons B I'ordre de multiplicité de Py dans B.
P op
Vk=12,.....n - p} ‘A:ﬂkgak.
BIA
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Plﬁle 2 Pn" est un diviseur de B dans K[X].

Alors il existe un polyndme Q € K[X] tel que B = Plﬂleﬂ2 ........ Pnﬂ”Q.
Supposons que d°Q > 1 et soit P un diviseur irréductible unitaire de Q dans K[X].
[P|Q et QB et B|A] =PA=3k=12,..... ,n tq: P =Py

Pk|Q = 3S € K[X] tq : Q = P«S. Par conséquent B = PfleZ ........ Pﬁ”PkS.
Donc Pkﬂk+1 = PkﬂkPk est un diviseur de B dans K[X].

Ce qui est absurde (car ﬂk est 'ordre de multiplicité Py dans B).
Ce qui prouve que Q est une constante non nulle b dans K.

On a alors :

Définition 4-7-3 :

Soient A un polyndme a coefficients dans K, P1,P,,...... ,Pn des polyndmes
irréductibles dans K[X] non associés deux a deux, ai,az,...... ,an des entiers
naturéles non nuls et a un élément non nul de K.

SiA = aPYIPy2.....P%n on dit que A = aPY1Py2.....P%n est une décomposition
de A en facteurs irréductibles dans K[X] ou aP(flpgz ..... P%n est une factorisation
de A dans K[X]

La recherche d’une factorisation de A dans K[X] est appée la décomposition de A
en facteurs irréductibles dans K[X] ou la factorisation de A dans K[X].

Si de plus P1,Py,...... , Pn sont unitaires dans K[X] distincts deux a deux et si

A = aPYipPY2 .. P2 on dit que A = aPY1PS2.....P%n est une décomposition de A en
facteurs irréductibles unitaires dans K[X].

Théoreme 4-7-4:
Tout polyndme non constant A (c’est a dire d °A > 1) a coefficients dans K admet une
décomposition en facteurs irréductibles unitaires A = aP(flpgz ..... P¢n dans K[X] et

une seule a un ordre multiplicatif prés (c’est a dire si A = belez ..... Qm™ est une autre
décomposition en facteurs irréductibles unitaires de A alors a = b, n = m et il existe une
permutation o € Sy telle que : Vi =1,2,....,n : Qi = Py et Bi = asi)-

* a est le coefficient dominant de A.

*P1,Po,. ..., ,Pn sont les diviseurs irréductibles unitaires de A dans K[X] distincts deux a
deux
* 01,002, ..... ,o.n sont les ordres de multiplicité réspectivement de P1,Po,...... ,Pn dans A.

Démonstration :
Soient A un polyndme non constant A a coefficients dans K et a son coefficient

dominant.

- Existence :
Soient P1,P,,...... ,Pn les diviseurs irréductibles unitaires de A dans K[X] distincts deux
adeuxetai,ay,...... ,oan les ordres de multiplicité de P1,P,...... ,Pn dans A.

Alors PJ1P52.....Pgn est un diviseur de A dans K[X].
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Donc il existe un polynédme Q € K[X] tel que A = PfngZ ..... P¢nQ.
Supposons que d°Q > 1 et soit P un diviseur irréductible unitaire de Q dans K[X].
P est aussi un diviseur irréductible unitaire de A dans K[X] (car Q|A).

Par suite il existe k = 1,2,..... ,ntel que : P = Py.
Py|Q = 3S e K[X] tq : Q = PS. Par conséquent A = PJ1P52. ... PP,S
Donc PPk = PP, est un diviseur de A dans K[X].

Ce qui est absurde (car P est un diviseur de A d’ordre de multiplicité o).
Ce qui prouve que Q est une constante non nulle.
Puisque P71P52..... P&n est unitaire, Q € K* et A = QPYIPY2. ... PZn alors
Q = a est le coefficient dominant de A et on a donc : A = aPy1Py2.... . Pgn.
D’ou I'existance.
- Unicité :
Soit A = bele 2. Qm™ est une autre décomposition en facteurs irréductibles
unitaires de A

D’aprés le théoréme 4-7-1, B1,f2,...... , Bm sont les ordres de multiplicité
réspectivement de Q1,Qo,...... ,Qm dans A.
Puisque Qlezﬁz ..... gm est unitaire alors b = a est le coefficient dominant de A.
Vi=12,.....m:
i|A

Qil o . o = Jki =1,2,..... ,m Qi = Py,.

Qi est irréductible unitaire dans K[X]
Posons | ={1,2,....,m}, J ={1,2,....,n} et soit o 'application de | vers J définie par :

c. 1l -1
k— o(i) = ki.

Parsuiteona: Vi e | : Qi = Py, = Pyy.
Montrons que o est une bijection de | vers J.

*Vijjel:o()=0() = Psi) =Pojy = Qi=Q; =1i=].
Donc o est injective.

* Vj € J : Pj est un diviseur irréductible unitaire de A = anﬁle L ng
Alors:Jiel tqg: Pj=Qi.Onadonc:Pj;=Qi=Psi = j=o().
Donc o est surjective.

Ce qui prouve que o est une bijection de | vers J.
Par suitem = |I| = |J| = neto € Sy.
Vi € | : puisque f; est I'ordre de multiplicité de Qi = Py alors Bi = as)-

Qi = Ps@iy

Onadonc:b=a,m=n, oS, et Vi=1,2,....,n:
Bi = as

D’ou l'unicité a un multiplicatif ordre prées.
Corollaire 4-7-5 :

Pour tout polynédme non constant A (c’est a dire d °A > 1) a coefficients complexes la
décomposition en facteurs irréductibles unitaires de A dans C[X] est

A=aX-a)%1(X-ax)%,..... ,(X—an)?" ou:

* a est le coefficient dominant de A.

* A1,A2,...... ,an sont les racines distictes de A dans C.

* 01,002, ...... ,a.n sont les ordres multilicité des racines ag, a,...... ,an dans A.
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Démonstration :
Soient A un polynéme non constant A a coefficients complexes, a son coefficient

dominant, a;,ay,...... ,an les racines distictes de A dans C et a1,az,...... ,an les ordres
multilicité des racines aj,as,...... ,a, dans A.

Alors a est le coefficient dominant de A, X —a;, X —ay,...... , X —an les diviseurs
irréductibles unitaires de A dans C[X] distincts deux a deux et a1,az,...... , oy les ordres
de multiplicité de X —a;, X —ay,...... ,X—ap dans A.

Donc A = a(X —a1)*1(X —a2)%2,..... , (X —an)?" est la décomposition en facteurs

irréductibles unitaires de A dans C[X]

Exemple 4-7-6 :
Soit A = 2X8 + 5X7 + 7X6 + 9X5 + 7X4 + 3X3 + X2 - X - 1.
- 1i¢"¢ méthode :

On utilise les dérivées successives.

On a vu que -1 est une racine de A d’ordre de multiplicité 3 et que

1 est une raciene simple de A.

2
Posons B = (X + 1)3(X - %) alors :
B = (x3+3x2+3X+1)(X—%) - x4 30+ 3x2- x4
= %(2x4 +5X3+3X2 - X - 1).
Posons By = 2X* +5X3 +3X2 - X -1alors : B = %Bo = Bo = 2B.
On effectue la division euclidienne de A par Bo.
2X8 +5X7 + 7TX0 + OX5 + TX4 +3X3 + X2 - X -1 | 2X*+5X3+3X2-X-1
0 | Ap =X*+2X?+1

Alors : A = BoAo = 2BAo = 2(X + 1)3(x - %)(x4 +2X2 4 1)
_ 3(y _ 1 2 2
—2(X+1) (x : )(x +1)
—2(X + 1)3(x - %)(x DX+ )2,
Donc: A=2(X+ 1)3(X — %)(X2 + 1)2 est la décomposition de A en facteurs

irréductibles unitaires dans R[X].
A=2(X+ 1)3<X - %)(X —i)2(X+1i)® estla décomposition de A en facteurs
irréductibles unitaires dans C[X].
- 2'eme méthode :

En utilisant le procédé de Hb6rner on a vu que :
i) —1 est une racine de A d’ordre de multiplicité 3 et que

A1 = 2X5% — X4 + 4X3 - 2X? + 2X — 1 est le quotient de la division euclidienne

de A par (X +1)3.
i) % est une raciene simple de A et que A, = 2X* + 4X? + 2 est le quotient de la

division euclidienne de A; par X — 1

2
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Alors : A = (X+1)°A1 = (X + 1)*(X= 3 )A; = X+ 1)3(X = L ) (@x* + 4x2 + 2)
= (X+ 1)3(X— %)Z(X“ +2X2+1)
— 2(X + 1)3(x - %)(x2 +1)?
= 2(X + 1)3(X— %)(X— H2(X + )2

Donc: A=2(X+ 1)3<X — %)(X2 + 1)2 est la décomposition de A en facteurs

irréductibles unitaires dans R[X].
A =2(X+ 1)3<X - %)(X —)2(X+1i)® estla décomposition de A en facteurs

irréductibles unitaires dans C[X].
- 31eme méthode :
Par la méthode des dérivées succéssives et la méthode du procédé de Hbrner

on avu que -1, % ,1 et —i sont des racines de A d’ordres de multiplicité 3,1,2 et 2.
Alors les poynémes (X +1)3,X — % (X —1i)% et (X +1i)? sont des divieurs de A.

Donc le prduit B = (X + 1)3(X - %)(X —)2(X +1)? est un diviseur de A.

d’B=8=d°A
Puisque le polynédme B est unitaire alors o = 2 est le coefficient dominant de A.
Donc: A = 2B = 2(X + 1)3(x - %)(x DX +i)2
— 22X + 1)3(x - %)(x2 +1)?
Alors : A = 2(X + 1)3(X - %)(X —)2(X+1)? estla décomposition de A en facteurs
irréductibles unitaires dans C[X].
A=2(X+ 1)3<X — %)(X2 +1)? est la décomposition de A en facteurs

irréductibles unitaires dans R[X].

BIA
=A~B=30cC tq:A=aB.

Théoreme 4-7-7 :

Soient A et B deux polynémes a coefficients dans K, P1,P,...... ,Pn des polyndbmes
irreductibles dans K[X] non associés deux a deux, a1,az,...... on, B1, B2, ... .. , Bn
des entiers naturéles et a,b € K*.

| A=apiiPy2. g : e
Si B, B B alors les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

B =bP;1P52%..... Pn"
)AB < [Vk=1,2,...... N ak < Pid.
i) PT'n@l’ﬁl)PT'n(az’ﬁZ) ..... pminC@npn) ot un p.g.c.dde AetB

ou min(ax, Bx) est le minimum des deux entiers naturels ax et Bk pour tout entier
naturelk = 1,2,...... ,n.

iii) P max(al ﬁl)me(a2 B pmax(@nhn) ot un p.p.cmdeAetB.

ou max(ax, Bk) est le maximum des deux entiers naturels ax et Sk pour tout entier
naturel k = 1,2,...... .
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iv) Si de plus Py,Pa,...... , Pn sont unitaires alors on a :
ANB - pIICLPIpTINGE )  piinn o

Av B — pMX@uhypmax(azby)  pmax(anfy)

Démonstration :
A = aPy1Py2.....Pn

Supposons qu’on a :
B = bplipl2  pl

. Alors, d’aprés le théoréme 4-7-1 :

ai,adz,...,an sont les ordres de multiplicité réspectivement de P1,P»,....,P, dans A
B1, B2, ..., Bn sont les ordres de multiplicité réspectivement de P1,P;,....,P,dans B
i)= ) Si Aestundiviseur de B :
Soientk =1,2,...... ,h qulconque.
Oy
P ¥|A @ , e
= P *|B = ak < Pk (car Pk est 'ordres de multiplicité de Py dans B).
A|B
On a donc montrer que pour tout entier naturel k = 1,2,...... N ak < P
<) Si on a pour tout entier naturel k = 1,2,...... N lak < B

B = bPPipl2.  phn = gaippfitrfiptzeahs | pananidy

n —aa dJMr1 2 s

- aa PPl iplzpla®z | panplen
= (aPitP32..... Pﬁfn)(a—lbpfl‘“lpfz‘“Z ..... Pf“‘“”)

Donc A est un diviseur de B.
Ce qui montre que : AB < [Vk=1,2,...... N ak < P

iiy Posons D = pn@Ppiin(@afy) - pmin(anfn)

. vk=1,2,...... N min(ag, k) < ak DIA
= .
vk =1,2,...... N minag, k) < Pk D|B
Donc D est un diviseur commun de A et B.

* Soit A un diviseur commun quelconque de A et B.
Puisque A un diviseur de A alors (d’aprés le théoréme 4-7-2) il existe un élément

non nul d de K et des entiers naturels y1,72,...... ,7n tels que A = dP{P}2....P}".
AlA vk =1,2,...... Ny < .
| = V= Gk = [Vk=1,2,...... Ny < min(ax, fr)]
A|B vk =1,2,...... N vk < Py
= A|D.

Donc A est un diviseur de D.

(s fr)pMin(az fy)  pmin(anfy)

Ce qui montre que PT =Destunp.g.c.dde

A et B.
iii) Posons M = PTaX(al’ﬁ1>P£naX<a2’ﬁ2> ..... pax(@npn).
. vk=1,2,...... N ok < max(ax, Px) AM
= .
vk=1,2,...... N P < max(ak, B) B|M

Donc M est un multiple commun de A et B.
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* Soit N un multiple commun quelconque de A et B.
P B

= P{IN et ¢l

AN BIN

ax(al,ﬂ1>, P;nax(aziﬁz)’ ..... , PEnaX(a”’ﬂ”> sont des diviseurs communs
K PpIXeals) | plax(anbe) o

= PP¥N.

Puisque PT

de N, distincts deux a deux alors Prln
un diviseur de N.
Donc N est un multiple de M

Ce qui montre que PTaX(al’ﬁ1>P21ax<a2’ﬁ2> ..... pmax(@nfn) _ \ est un p.p.c.m de
A et B.
iv) Si de plus P1,P,,...... ,P, sont unitaires :

Pmin((xl,ﬁ]_)Pmin(aZ’ﬁZ)
1 2
PTaX(al,ﬂj_) Pgnax<a2'ﬂ2>

Pmin(an,ﬁn)
pmax(an,fy)

est un p.g.c.d unitaire de A et B

est un p.p.c.m unitaire de A et B

AAB = pMN@LP)pMin(azfz)

Par suite on a : '
AVB - Pgnax(al,ﬁl)P?ax(az,ﬁz) _____ Prr]nax(an,ﬂn)

Exemples 4-7-8 :
Dans R[X] :
Lgi ) AT 3RXH5)TX=3)(BX - 4)" (X2 + 1)’

B = 2(2X + 5)* (X — 3)5(X + 2)2(5X — 4)5(2X2 + 1)

A = 32X +5)3(X = 3)1(X = 3)°(5X — 4)%(2X2 + 1)?
On a alors : 5 -
B = 22X +5)*(X = 3)°(X + 2)*(5X — 4)°(2X2 + 1)
Donc : AB
(2X+5)3(X = 3)1 (X =3)°(5X — 4)%(2X2 + 1)?
— (2X+5)%(X —3)(5X —4)°(2X2 + 1)® estunp.g.c.dde AetB.
(2X+5)*(X=3)°(X +2)2(5X —4)°(2X2 + 1)® estun p.p.c.mde A et B .
estun p.p.c.mde A et B.

s A =T7(X+5)*(X—=3)(2X —4)%(X2 +1)%(2X? + 1)®
B = 2(X +5)%(X - 3)(5X — 4)°(2X2 + 1)? '

{ A=T7(X+5)*X=3)12X -4)%(X2+1)%(2X2 +1)*
On a alors :

B =2(X+5)%(X—3)*(2X - 4)3(X2 +1)°(2X2 + 1)?

Donc : BJA
(X+5)2(X=3)12X - 4)3(X2 +1)°(2X2 + 1)
= (X+5)2(X-3)(2X - 4)3(2X2+1)* estunp.g.c.dde AetB .
(X+5)*(X = 3)(2X —4)%(X2 + 1)?(2X2 + 1)* est un p.p.c.m de A et B.
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L g ] A=3XHE X=X - 42X+ 1)
B = 5(X+5)(2X - H)°(0C + 1)°@X° +1)

A =3(X+5)*(X-3)12X —4)2(X2 +1)°(2X? + 1)®
On a alors :
B =5(X+5)2X-3)°2X-4)3(X2+1)°(2X2 + 1)

Donc:AfB e B/JA
(X+5)2(X=3)°@2X - 4)2(X2 + 1)°(2X2 + 1)! = (X +5)2(2X - 4)?(2X2 + 1)
estunp.g.ccddeAetB.
(X+5)4 (X =3)(2X —4)3(X2 + 1)°(2X2 + 1)* est un p.p.c.m de A et B.

. Si A= 3(X+5)4(X_3)(X_4)2(X2+X+3)3
B =5(X+5)°(X-4°0¢+1° @ +1)

Nors - 4 A= 3XHB X=3)!(X= 42X + )¢ + X+ 3)°
| B=5(X+5)2(X-3)°(X-4)%xX2+1)°2x2+1)t

Donc:A /B et B/JA
AAB = (X+5)%(X-3)°(X-4)*(X2 + 1)°(X2 + X + 3)*
= (X+5)*(X —4)*(X2 + X + 3).
AVB = (X+5)*(X=3)(X—4)3(X2 + 1)} (X2 + X + 3)*.
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